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Tekutina — kapalina a plyn

tekutina
e struktura odliSna od pevnych latek (chybi usporadani na dlouhou vzdalenost)
e molekuly nejsou vazany na pevné rovnovazné polohy, nybrz se mohou volné

posouvat — nejsou tvarové stalé

dokonala (idealni) tekutina (dokonala kapalina i dokonaly plyn)
e homogenni — vSude stejné vilastnosti
e napéti o, =—0;P
¢ nenulova jen normalova napéti — tlak
e nulova smykova napéti — neexistuje vnitrni treni

® 0, =0, =0, =0 pfi nenulove deformaci = nulovy modul pruznosti ve smyku



Tekutina — kapalina a plyn

dokonala (idealni) kapalina

hustota konstantni p =konst.

— dokonala kapalina ma staly objem — vytvari volnou hladinu
— dokonala kapalina nestladitelna

= prvni invariant tenzoru deformace ¢, =0

= modul objemové pruznosti K nekonecny (protoze plati p =Ke,)

idealizace — skute€na stlaCitelnost kapalin vétSi nez u pevnych latek, zde ale
vyrazny kontrast mezi stlacitelnosti a malym odporem vUci tvarovym zménam

dokonaly plyn

rozpinavy — vyplni cely uzavieny prostor — nevytvari volnou hladinu

libovolné stlacCitelny

barotropni plyn

hustota je jen funkci tlaku (realny plyn - pfiblizné splnéno jen pro malé zmeény)



Mechanika tekutin

zakladnim ukolem mechaniky tekutin je urcit

= tlak
* hustotu
= rychlost proudeni

jako funkci polohy pripadné ¢asu




Hydrostatika. Rovnovaha tekutin

dosazenim do rovnice rovnovahy za tlak

(-5 ~
+G, =0 w‘FGi:O = a—p:Gi tez gradp=G

OX j OX j OX.

00 ;

e rovnice hydrostatické rovnovahy (RHR)
e = interpretace: tlak roste ve sméru objemoveé sily
o tlak ma charakter potencialu objemové sily
o rozloZeni tlaku odpovidajici RHR se muze ustavit, jen pokud objemova
sila je konzervativni (j. 1ze ji vyjadrit jako gradient néjakého potencialu)
e hustota objemove sily v tekutiné umérna hustoté tekutiny

@
&

e v homogennim tihovém poli plati =

e Vv (dokonalé) kapaliné prava strana rovnice rovnovahy grad p = pg parametrem
feseni, Ize ji stanovit predem

—

e vplynu p=p(p) = uZije se intenzita objemové sily | = & = lgrad p=1

e nezavisla formulace rovnice hydrostatické rovnovahy (RHR)



Pascalluv zakon

e dokonala kapalina ( o =konst.) = grad p = konst.= derivace a—lojsou konstanty

OX.

o feSenim RHR ziskame rozlozeni tlaku az na aditivni konstantu (je-li fce p, = p,(x)
reSenim RHR, pak p,(x) = p,(x)+k je také reSenim)

e aditivni konstanty se urCuji z okrajovych podminek (pro urCeni jediné konstanty k
staCi znalost tlaku v jediném libovolném bodé kapaliny)

e zménatlaku p — p+Ap vjednom bodé vede na zménu konstanty k >k + Ap a tim
také na zménu tlaku p — p+Ap v kazdém bodée kapaliny

Pascalllv zakon o vSestranném Sifeni tlaku: Zména tlaku v jednom misté kapaliny

zpusobi stejnou zménu tlaku v celém objemu kapaliny.
e Elementarni formulace Pascalova zakona: G =0=> grad p =0= p(F) =konst.

Pokud na tekutinu neplsobi objemové sily, tlak v tekutiné je vSude stejny.



Pascaluv zakon. Hydraulika

hydraulicka zafizeni — brzdy, lisy, zvedaky i toCiva zafizeni

velké tlaky — mozno zanedbat objemové sily

e prenos sily, prevod sily

F
|:1

8—2 (vykonané prace stejné FAs, = F,As,)
1

F F

So




Hydrostaticky tlak

e feSeni RHR pro dokonalou kapalinu ( o =konst.) v homogennim tihovém poli

e prvni osa soufadnicového systému orientovana doll, po€atek na volné hladiné

kapaliny, budeme znacCit h = x,

e na volnou hladinu pusobi barometricky tlak b

2E=pg:>p=pgh+c
= o Qo » _yl
o gradp= g a §=(9.00) =4, =0
°  t=p=ph)
P _,
| OX,

e okrajova podminka p(h=0)=b=pg.0+C = C=b= p=pgh+b
e rovnice pro hydrostaticky tlak v kapaliné

e (Casto nas zajima rozdil tlak( na drovni hladiny a ve hloubce h: Ap=p-b= pgh




Barometricka rovnice

feSeni RHR pro idealni plyn ( pV =nRT ) v homogennim tihovém poli
e zavislost hustoty idealniho plynu na tlaku p, teploté T a molarni hmotnosti M,

n= m _ —>pV:’OVRT—>p:pM’“
M M M RT

m m m

e prvni osa soufadnicového systemu orientovana nahoru, budeme znacit h= x,

(1op  RT op )
1 B oh  pM_ ¢oh
e Zgradp=g ag=(-9,00) :<’; ) >d—p=—%dh
g Py, —p=0}:p=p(h) P
| OX, OXq

J

— integrace Idsz—l\gr%gjdh — In p:—NILm_I_gh+C N p=exp(—'vll)mT(‘:]h+Cj
Mmghj
RT

e rovnice pro barometricky tlak v izotermické atmosfére (T =konst. )

e okrajova podminka p(h=0)=p,=e“ = p=p, exp(—




Kapalina v rotujici nadobe

objemova sila 1
e tihova sila A
e odstrediva sila

op

5,
8p:pa)2x2 - => p:pgxl+1pa)2(X§+X§)+k
OX, 2

op

2
= pw’X
O, ’

plocha konstantniho tlaku p =K

—_— 2 J—
D2 432y 4 K

X1:

11



Hydrostatické paradoxon. Mariottova lahev

e tlak nezavisi na mnozstvi kapaliny nad plochou, kde se méfi hydrostaticky tlak
CGHHD c‘ \D M\ C D /N
A EF B A B K A B L

e Mariottova lahev

o Edme Mariotte (Francouz, 1620-1684)

o tlak na vystupu nezavisi na mnozstvi kapaliny

v nadobé
o hydrostaticky tlak ur€en vySkovou odlehlosti h
vystupni trubice a konce zavzdu$iovaci trubice

12




Archiméduv zakon

mySlenkové vymezime libovolny objem v kontinuu

v rovnovaze se vyslednice objemovych a plodnych rovna nule F'+FF =0
objemové sily pusobici na vymezeny objem F/ = IGidV
Vv
Flv = gjpdV
objemovou silu tvofi jen tihova sila (prvni osa orientovana smérem dol) v
F' =F' =0
2 3
okoli pusobi na vymezeny objem na jeho hranici ploSnou silou FF = ITidS
S
z rovnovahy plyne, Ze okoli plsobi na hranici mysleného
R =—g[ pdv
objemu smérem vzhuru ploSnou silou v
P P
F, =F =0

kdyz bude objem V vyplnén pevnym télesem, budou na hranici pusobit stejné plosné sily,
jako kdyby byl vyplnén kontinuem — bude tedy na néj smérem vzhuru pUsobit sila velikosti

gj.,odV , COz predstavuje tihu stejného objemu kontinua, jako je objem ponofeného télesa
V

Archiméduv zakon: Téleso ponofené do tekutiny je nadleh&ovano silou, ktera je rovna tize
tekutiny télesem vytlacené. 13



Archimeéduv zakon

Elementarni dukaz:

zalozen na specialni volbé tvaru télesa

valec vysky h=h, —h, s podstavami plochy S

sily pusobici na boéni stény jsou diky symetrii
vzajemne kompenzovany

mezi horni a dolni podstavou rozdil hydrostatického
tlaku pgh

(o]

rozdil tlakovych sil F, —F, = pghS pusobi smérem
vzhuru a je roven tize kapaliny vytlacené valcem.

Archiméduv zakon plati pro vSechny tekutiny v€etné plynu.

podle pomeéru hustot kapaliny a ponoreného télesa

o téleso plave (Cast télesa se zveda nad hladinu, tim se vztlakova sila zmenSuje,
dokud se nevytvofi rovhovaha mezi vztlakovou a tihovou silou)

e téleso se vznasi

o téleso klesa ke dnu
14



Proudeni tekutin. Vliv smykového napeti

tekutina v rovnovaze
e bez pohybu neexistuji smykova napéti (plati i pro viskozni tekutiny), vS8echna napéti
normalova

e libovolna zména tvaru tekutiny — pohyb (proudéni) tekutiny

e Vv pfipadé viskozni tekutiny existuji smykova napéti , ale nikdy nejsou takového charakteru,

aby se trvale udrzela — jen brzdi pohyb tekutiny

proudéni tekutiny
e smykova napéti — pouze pfi pohybu viskozni tekutiny
e pfivysSich rychlostech zpusobuji smykova napéti vznik chaotického proudéni a

promichavani tekutiny, vytvareni virQ

15




Klasifikace proudéni tekutin

laminarni proudéni
e rychlost se od mista k mistu méni ,hladce”, nedochazi k miseni tekutiny

e |ze zapsat vV = f(x;,t), tj. rychlost tekutiny Ize popsat vektorovym polem

¢ rychlosti |ze dobfe zobrazit pomoci proudnic

stacionarni proudéni (ustalené proudéni)

—

e Vv kazdém bodé prostoru plati, ze rychlost tekutiny se neméni s Casem, tj. ZV

Xi
o vektorove pole rychlosti nezavisi na Case, tj. V= f(X,)

e proudnice splyvaji s trajektoriemi Castic

turbulentni proudéni

existuje nad urcitou kritickou rychlosti realné kapaliny

e smykova napéti — chaotické proudéni a promichavani tekutiny, vytvari se viry
e rychlosti ¢astic se nepravidelné méni v prostoru i v Case

e proudnice se bud nepravidelné méni anebo je nelze zobrazit

e vzdy nestacionarni

=0

16



Virivé a potencialové proudeéni

virové proudéni (vifivé proudéni)

e pohyb €astic tekutiny po obecné kruhové draze (rotv #0)

rychlost se lokalné méni

nevirové proudéni (potencialové proudéni)

e rotV=0 < V=grade (rotgradep=0)
e znalost rychlostniho potencialu ¢(x.,t) staci pro stanoveni V(x;,t) a urCeni proudnic

PovSimnéme si, Ze podminka rotvV =0 je hodné pfisna:
y y . . : oV
e napf. v Couettové proudéni je nenulova derivace —*

A
1 A
OX, —
----ﬁ';‘-l
e = Couettovo proudéni je virové (rychlostni potencial neexistuje) = —
} g J




Hydrodynamika. Laminarni proudeni

proudnice (proudogary)
e zobrazeni vektorového pole rychlosti
e teCny k proudnicim maji smér rychlosti ¢astic — proudnice se neprotinaji
e kazdym bodem kontinua prochazi v daném Case prave jedna proudnice
zobrazeni proudnic v daném ¢ase
e rychlost riznych €astic v urcitém okamziku
o stacionarni proudéni — proudnice se neméni v Case
o nestacionarni proudéni — proudnice se méni s asem
e hustota proudnic — umeérna rychlosti proudéni
proudova trubice — plast tvorfen proudnicemi (plochou neprotéka zadny tok)
proudové vlakno — hmotny vnitfek proudové trubice S,
trajektorie
e draha 1 urcité Castice

e pouze pfi ustaleném proudéni splyvaji trajektorie

S proudnicemi



Rovnice kontinuity —

Elementarni odvozeni l

e stacionarni proudéni

e trubice — realna, myslena proudova trubice

e prufezem S, kolmym ke sméru rychlosti v, za €as At vteCe Am, =S,v,p,At

e prufezem S, kolmym ke sméru rychlosti v, za Cas At vyteCe Am, =S,v,p,At

e hodnoty rychlosti v,av,a hustoty p, a p, jsou prumérné veliCiny v mistech prufezl S, a
S,; v ustaleném proudéni jde o konstantni hodnoty

e hustota v urCitém misté trubice se
také s Casem neméni

e pak celkova hmotnost tekutiny
v trubici zastava konstantni =
Am, = Am, =

e rovnice kontinuity pro stacionarni
proudéni tekutiny v trubici
SV =SV, 0,

e pro kapalinu navic
o =p, =p=konst. =

e rovnice kontinuity pro stacionarni proudéni kapaliny v trubici S,v, =S,v, vzhledem
k nestlacitelnosti plati i pro nestacionarni proudéni 19




Obecny tvar rovnice kontinuity

e zavedeme veliCinu hmotnostni tok q,, = dg:S jako hmotnost tekutiny, ktera za

jednotku Casu vyteCe z objemu vymezeného uzavrenou plochou S
e analogie s tokem vektorového pole zavedenym v souvislosti s gravitaCnim polem

e za dobu dt proteCe ploskou velikosti dS, jejiz smér normaly oznaCime 1, objem
tekutiny dV,_, =v -ndSdt

e elementarni hmotnostni tok dq,, ploSkou dS dg,, = pV-nAdS
dv,,
dt
e hmotnostni tok celou plochou S ohranicCujici objem V d,, :ﬁpv-ﬁds
S

e V pripadé uzaviené plochy vektor n oznacuje jeji
vnéjSi normalu, v souladu s tim kladna hodnota toku
g,, Zznamena, ze hmotnost uvnitf plochy se zmensSuje

20




Obecny tvar rovnice kontinuity

e Casova zména hmotnosti uzavieného objemu V dm, = a”jpdv
e tekutina bud odtece nebo zlstane, hmotnost se zachova 8:;[5 + agj[" =
. . : L - 0
e dosazenim integralni tvar rovnice kontinuity ﬁpv -AdS = —”jpdv
e piipomenme Gaussovu vétu ﬁA nds = J.”dIVAdV
e dosazenim do leve strany ' d|v,ov dv = j”pdv
\%
, , f Ol e, o 6,0
e hranice objemu nezavisi na Case d|v,ov dv =-— H@tdv
\Y,
e pfevedeme na jednu stranu rovnice m(dinVJr aallt) dv =0
\%
e objem V zvolen libovolné = v kazdém bodé musi platit div pV + (th =0

e obecna formulace rovnice kontinuity proudéni (stlaCitelné) tekutiny
e RK musi byt splnéna v kazdém bodé prostoru vyplnéného kontinuem

21



Rovnice kontinuity pro kapalinu

e obecny tvar RK divpov + =

RK pro kapalinu

e nestlacCitena tekutina o =konst.

e RK pro kapalinu divv=0

0

22



Co vyjadruje operator divergence?

uvazujme jediny elementarni objem dx,dx,dx, V+dV = (v, +dv,,V, +dv,,V, +dv,)

protékany elementem tekutiny

e tekutina vtéka rychlosti V pfi hustoté p a vytéka
rychlosti V + dV pfi hustoté p+dp .

e zména hustoty d o arychlosti dvV je dusledkem dx,
zmény polohy elementu tekutiny '

o plodkou dx,dx, za as At vteCe tekutina

p+dp

hmotnosti Am, ,, = dx,dx,v, pAt a protilehlou

ploSkou vyteCe tekutina hmotnosti
AMyyp, = AX,0X, (V3 +0dv;) (0 +d p) At

e zkoumame C€asovou zmeénu hustoty, tj. rozdil vstupujici a vystupujici hmotnosti déleno objemem
_ Mgy =My _ dx,dx, [(V3 +dv,)(p+dp) —V3,O] At 4+
dx,dx, dx, dx,dx,dx,
dx, dx, [(Vl +dv;)(p+dp) _le] At 4+
dx, dx,dx,
dx,dx, [(Vz +dv,)(p+dp) - V2,0]
dx,dx,dx,

V=(V,V,,V;)

e vyjadifime zménu hustoty

At

23




Co vyjadruje operator divergence?

pp= Mo =M _ dx,dx, [ (v, +dv;)(p +d p) -V, ]
dx,dx,dx, dx,dx, dx,

dx,dx, [ (v, +dv;)(p +d p) -V, 0] At +

At+

e pro znaménko zmény hustoty musi platit m_, >m_ = Ap <0 G i,
e vime (V+dv)(p+dp)=vp+vdp+ pdv+dvdp=vp+d(vp) dx,dx, [ (v, J;ilvé))(z(ngdp)—vzp] At
~0
e proto plati —Ap = Vip+d(V;0) —Vap At 4 P+ d(v,p) —v,p At 4 2Pt d(v,0) -V, 0 At
dx, dx, dx,

e pfipomerime definici div A= A + A, + Oh,

OX, OX, OXg
o proto —ap=| 3P A(p) | AMP) | x_ i pyat

dx, dx, dx,

e rovnici —Ap =div(Vp)At prepiSme do tvaru AA—'(; =—div(Vp)

e protoZe zlomek na levé strané vyjadfuje asovou zménu hustoty kapaliny p = p(x,t) v pevném

A
bodé prostoru, mizeme ho v limitnim pfechodu At — 0 nahradit parcialni derivaci A—'f[) — 8_,0

ot

e vysledkem je rovnice kontinuity (RK) pro tekutinu %Oeriv(Vp) =0
24




Rovnice kontinuity pro element v pohybu

sledujeme element tekutiny v pribéhu pohybu
e hustota tekutiny je funkci souradnic a ¢asu o= p(x,t1)

o funkce x; =x(t) popisuji pohyb elementu kontinua =  p= p(x (t),t) = p(t)
dp 0Op dx +6,0_8pv +5p

dt ox dt ot ox ' ot
A

e Casova zména hustoty pohybujiciho se elementu

rovnice kontinuity pro pohybujici se element

e vyjdeme z obecného tvaru RK div pv + %P _ 0
ot
. . : C o 0 op
e zapiSme divergenci pomoci derivaci &pvi + Foa 0
- : .. op . Op
e derivujeme jako soucin - Vi+p——+-—-=0
OX; ox, ot
e prerovname dleny p@vi + o V. + P _ 0
o,  OX ot
%/_J
dp
dt
e RK pro pohybujici se elementstlaCitelné tekutiny pdiv v+ ?;[) =0 25




Eulerova hydrodynamicka rovnice

e obecna pohybova rovnice kontinua
e napéti v idealni tekutiné vyjadfime pomoci tlaku
e zrychleni elementu jako totalni derivaci rychlosti

e hustota objemové sily pomoci intenzity

e pohybova rovnice elementu tekutiny

e upraveno

e rychlost elementu tekutiny je funkci soufadnic a Casu
o funkce x; =x.(t) popisuji pohyb elementu kontinua =

e Casova zména rychlosti pohybujiciho se elementu

e dosazenim Eulerova hydrodynamicka rovnice

00 ; 04,
OX; Ci=P o
O :_5jip
o°u. dy,
o dt
G = pl,

op dv.
_8xi+'0|i =P dt
dv_, _1op
d ' pox
Vi =V;(X;,1)
Vi =V, (X (t),1) = v, (1)
dv, ov, ov,
dt ox, ' ot
oV, oV, | 1op

'+vj = =—
ot OX; P OX 56




Eulerova hydrodynamicka rovnice

oV, oV,
+V, =1

ot ox,

1o
P OX

e Eulerova hydrodynamicka rovnice

e EHR predstavuje pohybovou rovnici pro element idealni tekutiny ve tvaru a = F
m

e na leve strané je celkoveé zrychleni, tj. zména rychlosti zahrnujici Casovou
zmeénu rychlosti a zménu rychlosti odvozenou od pohybu elementu
e na prave strané je intenzita sily pusobici na element

vypocet pohybu elementu tekutiny
e EHR+ RK+ p=p(p) - 5rovnic pro 5 funkci v, pa p
e principialné mozné, obecne velmi obtizné

e V pripadé kapaliny se zjednodusi na 4 rovnice pro 4 funkce

27



Odvozeni Bernoulliovy rovnice

Zjednodusuijici predpoklad:

L - : y - oV,
stacionarni proudéni = proudnice se s Casem neméni = atl =0
= proudnice splyvaji s trajektoriemi elementu tekutiny
EHR (3 slozky) prejde do tvaru v Vi _ l. _Llo
OX; p OX.

Pripomenme:

EHR je vektorova rovnice pro intenzitu sily
pokud vektory na obou stranach vynasobime skalarné elementarnim posunutim

dx. elementu ve sméru proudnice, ziskame rovnici, jejiz leva strana vyjadfuje

elementérnl’[zménu kinetické energie]a prava strana[zménu energie potenciélnl’}

OX j

(pfepocteno na jednotkovou hmotnost elementu) { v %dXJ:Ei dx. 1o




Bernoulliova rovnice pro tekutinu

e vzniklé souciny (skalary) na obou stranach rovnice budeme integrovat podél proudnice
v, —'dx—jl jl P -

e upravime integrand na levé strané

dX : : 2 2
vﬁdx _—’ﬁdxi—d v, dx v%dx.:i Voldx, =d| &
L ox. dt ox; ‘8x dat axj ) OX;

J
10(vivi)
20X

e pole objemovych sil predpokladame konzervativni = | =—grad ¢
e vyjadfime slozky gradientu potencialu ¢ I = —2—¢
X;
2
e zrovnosti integralu podél proudnice jd Y= —jﬁ—(pdxi —jE@ dx;
2 OX p OX
do dp
.y : . : .. v° dp
e ziskame Bernoulliovu rovnici pro tekutinu (stlacitelnou) ?+(o+ — =konst.
yo,




Bernoulliova rovnice pro kapalinu

Daniel Bernoulli (Svycar, 1700-1782) - fyzik a matematik

2

e BR pro kapalinu ( p =konst. ) V2+go+p=konst.
Yo,
e jinytvar BR ;p\/2 + pp + p =konst.

e soucet kinetické energie elementu, jeho potencialni energie a tlaku se zachovava
podél proudnice (odliSné proudnice maji obecné razné konstanty) —» ZZE

E
e potencial v tthovém poli e rr:) =gh
e BR pro kapalinu v tihovém poli ;,ov2 + pgh + p =konst.

e Vv nevirovém proudéni (rotV =0) plati BR se spole¢nou konstantou pro cely prostor,

v némz kapalina proudi

30




Hydrodynamickeé paradoxon

disledky BR:

e proudéni v zuzené vodorovné trubici BR + RK ?

e SVv,=SVv,, 5>S, = v,<V, ﬂ —
. o

1 1
5,0\/1+p1=§,0\/2+p2 = Ph>P,;

e Vv zuzZzeném misté proudi kapalina pod snizenym tlakem —
hydrodynamické paradoxon (aerodynamické paradoxon)

e aplikace: vyveévy, Cerpadla, karburatory
a rozprasovace



Pricina aerodynamického vztlaku

Pot  POvrchova plocha S . A )

Vv zakfivena proudnice

/¢/— x/ e __< = 1/

ﬂ\
Pin —— D, —

tlakova sila S(pout — pin) - =

V2

na element tekutiny pohybujici se po zakfivené trajektorii plsobi dostrediva sila F= mE
hmotnost elementu vyjadiime pomoci rozmér( a hustoty m = Shp
dostFediva sila dana rozdilem tlak( plsobicich na vn&j3i a vnitfni plochu ~ F =S(p,, — p,,) =Sdp
rozdil tlakd urcime z hodnoty gradientu tlaku kolmého ke sméru pohybu dp=hgrad p
( Pyt > Py = dp>0<>grad p>0)
2
\"
porovnanim obou vyjadfeni dostfedivé sily Shgrad p = ShpE
V2
tlak stoupa s rostouci vzdalenosti od stfedu rotace grad p = 'OE >0
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Aerodynamicky vztlak pri obtékani kridla

e udrzeni vztlaku ovliviuji také sily tfeni, které zabezpedi pfilnuti proudnic ke kfidlu
e do vypoctl nutno zahrnout co nejpresnéjsi popis chovani tekutiny = v praxi je
nezbytné experimentalni ovéreni

Casto se vztlak zjednodu$ené vysvétluje pomoci Bernoulliovy rovnice pro proudnice
tésné nad a pod kfidlem (horni hrana kridla je delSi, a proto tam ¢astice proudi rychleji
pfi nizSim tlaku); ukazme si néktera jeho uskali:

e BR predstavuje zakon zachovani pro jednotlivou proudnici;
experimenty s dymem ukazuji, Ze proudnice nad a pod
kridlem se za kfidlem nespoji, takZze nelze jednoduse
porovnavat odpovidajici tlaky

e vysvéetleni pomoci BR je zaloZzeno na tom, Ze proudnice pod
kridlem je kratsi (kridlo letadla), takZe vyvolava otdzku, jak
vznika vztlak na kridle s tenkym profilem (ptaci kridlo)

e silové plsobeni vyvoldva i obtékani jednoho povrchu

Pfesto BR muzZe poslouZit pfi rozboru experiment( s dymem:

e rozumny smysl ma porovnavat chovani sousednich proudnic
blizicich se ke kfidlu shora a zdola — nad kfidlem pozoruiji
zrychleni a pod kridlem zpomaleni pohybu ¢astic, coz podle
BR vede na ofekdvané zmény tlaku v okoli kridla

/

B
—
—
—
—h
——
——
—
—
—
B
p—
——
—
—
S —
e
p—
N

experiment s dymem:
nad kfidlem proudi vzduch
rychleji nez pod nim =
proudnice se za kfidlem
nespoji

Holger Babinsky: ,How do wings
work?“, 2003 Phys. Educ. 38 497
(http://iopscience.iop.org/0031-
9120/38/6/001/pdf/0031-
9120_38_6_001.pdf
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Proudeéeni viskozni tekutiny

e pohyb realné kapaliny — vnitfni tfeni (projevuje se jen za pohybu) - viskdzni tekutiny
e predstava — pfi laminarnim proudéni mezi vrstvami smykova napéti
e smykova napéti nevraci ¢astice do rovnovaznych poloh, jen brzdi
e mezni vrstva pfiléhajici ke sténé se nehybe (Ine k povrchu)
e gradient rychlosti kolmo na smér pohybu
= vV
experiment: ———
e paralelni desky ve vzdalenosti d ) R Ji
i [/

e horni desl:ﬁ\ y A /

o rychlos =

-.—q’..
o plocha S =y ¥
o sila F —
F U=—="
e zakonitost sy i 7 o
e vyhovuje (aspon priblizné) pro vétSinu tekutin
zobecnénil o,, =n—* |- newtonovska tekutina _
) Highest | | Lowest
Pressure | )/ Pressure

e konstanta umérnosti — dynamicka viskozita »
™

o

e vnitini tfeni zpUsobuje ztratu tlaku

e (kinematicka viskozita v =

34



Tenzor napéti ve viskozni tekutine.
Newtonovska kapalina

¢ hleda se modifikace tenzoru napéti tekutiny

e do tenzoru napéti doplnéna ¢ast o vyvolana proudénim o; =—0; p[+ ol +a"d]
e analogicky k Hookeovu zakonu predpokladame umeérnost odpovidajicim Castem
tenzoru rychlosti deformace o’ =2¢Df A o 27D
aby po dosazeni za tenzor rychlosti
21 77
Newtonovska kapalina deformace byl vysledek v souladu s * x2
: : : . N .
e 1.invariant tenzoru rychlosti deformace nulovy (<= RK) D, =—'=divVi=0
OX;
. ho 1
e proto také D" ==D,, =0
3
. y , 1
e zaroveh pak plati D, =D, -=D,6; =D,
3
—

0

e napéti v newtonovskeé kapaliné vyjadreno pfimo pomoci tenzoru rychlosti deformace
o, =—0; p+ 21Dy

D —1 ﬁ_’_%
T2l o, ox, 35



Newtonovska tekutina. Druha viskozita

. : . . oV, ov. 1 0o
e pohybova rovnice kontinua (upravena analogicky k EHR) v, =
%_H/%_I_lap ot @XJ— p@XJ
ot ax ' pox
, ‘or J 'OV, oV, 1 27 oD;;
e dosadime za tenzor napéti Ly, =, _ Lo 2n oy
ot OX; pOX,  p OX,
. : : : v, ov, 10 oV,
e dalSimi upravami — Navierova-Stokesova rovnice LVt = i———p+17'
ot OX; P OX P OX;0X,
vypocCet pohybu elementu nestlacitelné kapaliny
e NSR + RK -4 rovnice pro 4 funkce V; a P
e nelinearita rovnic = nepatrné fluktuace mohou zcela zménit vyvoj systému (efekt motylich kfidel)
Newtonovska tekutina
e obecné stladitelna
e = D, #0 = izotropni &ast tenzoru rychlosti deformace nenulova = oV =2¢D"

e konstanta umérnosti { — tzv. druha viskozita (odpor proti objemovym zménam)
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Parabolicky zakon rozdeleni rychlosti

A

laminarni proudéni viskdzni newtonovské kapaliny

valcova trubice poloméru R
vrstvy kapaliny — souosé trubice poloméru r
rychlost kapaliny v =v(r)
smykové napéti na plochach mezi vrstvami T=n SIV
r

uvazujeme posouvani celého objemu valce poloméru r
na jeho vnéjsi sténé treci sila proti pohybu F =2alr
na podstavy pusobi tlaky p, a p, > p,, hnaci rozdil tlakovych sil ~ F, = (p, - p,)7r?
ustaleny stav = vysledna sila na kazdou proudovou trubici nulova F,=F
37



Parabolicky zakon rozdeleni rychlosti

e dosazenim (p,—p)r=2I n;lv
r
jaké znaménko derivace rychlosti ?
e na vnitfni sténé trubice rychlost shodna s rychlosti trubice = v=0pror=R
e uvnitf trubice rychlost kladna = av <0 = v = _|dv
dr dr dr
] dv
e dosazenim (p,—p)r= —2|77d
e sSeparace proménnych dv = (pZZI P.) rdr
n
e integraly v odpovidajicich mezich Idv = —(pzpl)j r'dr’
2ln
e integraci ziskame parabolicky zakon rozdéleni rychlosti V= (P = p1) (R* —r?)

4l n

L VIR
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Hagenuv-Poiseuilliv zakon

e Jean L. M. Poiseuille ([pwazcej] 1797-1869; Francie)
e Gotthilf H. L. Hagen (1797 — 1884; Némecko)

e objem kapaliny Q, ktery protecCe trubici za jednotku Casu Q= IvdS
27R
e prevedeme na integraci v polarnich souradnicich Q= ”vrdr do
e integraci pfes uhlovou souradnici (na uhlu @ nic nezavisi) Q= Zyzjvrdr
R
e dosazenim za rychlost Q= 27z(p'i”_pl) (R*=r?)rdr
T %
R R . 4 4]
e int. pfes polomér Q=7"2 " P2 = Py sz rdr—f dr|=7 P27 P RT_R P2 Pig
2ln . . 2n | 2 4 8ln

e objem V newtonovské viskozni kapaliny o viskozité n protekly za Cas t trubici
poloméru R a délky |, mezi jejimiz konce je rozdil tlaku p, — p, (Hagenuv-Poiseuilliv

zakon) V =z P2 Pipy
8ln 39




Laminarni a turbulentni proudéni

v realné tekutiné vznikaji viry vzdy

nicméneé pro konkrétni tekutinu

existuje oblast rychlosti proudéni, kde

o jednotlivé vrstvy proudici tekutiny kolmé ke sméru proudéni maji stalou rychlost
ve sméru vrstvy

o vrstvy se nemisi

o laminarni proudéni

nad urCitou mezni rychlosti

o se vrstvy diky smykovym napétim zaCnou promichavat
rychlost kolisa s Casem

porusi se spojité rozlozeni vrstev

vznikaji viry

turbulentni proudéni

O O O O

mezi témito dvéma oblastmi rychlosti
e prechodové proudéni
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Reynoldsovo cCislo

chovani riznych tekutin se porovnava pomoci tzv. podobnostnich Cisel
e charakterizujici veliCiny v bezrozmérném vztahu
e odrazi strukturu pfislusnych pohybovych rovnic
e je to jednoduché, vétSinou to funguje
e cCasto nic lepSiho nemame
neni to presne, Siroka oblast neurcitosti

~r VI
Reynoldsovo Cislo Re = —
v

e rozliSeni laminarniho ( Re < Re, ) a turbulentniho proudéni (Re > Re,)

e charakter se porovnava na zakladé
o prumérné rychlosti proudéni v
o typického rozméru |

o kinematické viskozity v =T

Jo,

e pro ruzna geometricka usporadani je nutno hodnotu Re, stanovit experimentalné
41




Strouhalovo cislo

Strouhalovo ¢éislo Sr = L —% D %TE

\ | =
1

Vincenc Strouhal (1850 — 1922) Cesky experimentalni fyzik, 1963—-1904 rektor UK

e pro stfedni rozsah Reynoldsova Cisla ma priblizné konstantni hodnotu

e umozni pfiblizné urcit frekvenci virt v Uplavu za pohybujici se prekazkou

e pocdita se na zakladé

Sr(R)
o prumérné rychlosti proudéni v o
o typického rozméru | o ///
o frekvence virl za prekazkou f 5 o ~ e
ol

e hodnoty pro konkrétni geometrické usporadani

0,14 //
se urCi opét experimentalné o2

0,10
1E+1 1

T T T
+2 1E+3 1E+4 1E+5 1E+6 1E+7
R

m

zavislost Strouhalova ¢isla na Reynoldsové &isle pro valec .
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