. MECHANIKA
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Zakladni pojmy nauky o pruznosti

reologie

= stanoveni souvislosti mezi napétim buzenym v kontinuu vnéjSimi silami a
deformacemi resp. rychlosti deformace, které tato napéti vyvolaji

elastické latky (napéti ~ deformace)
= linearni zavislost — Hookelv (Hookulv) zakon
= jzotropni — klasicka teorie pruznosti
= anizotropni
» nelinearni zavislost
kapaliny (napéti ~ rychlost deformace)
= linearni zavislost — Newtonuv visk6zni zakon (newtonovské kapaliny)
= nelinearni — nenewtonovské kapaliny
viskoelastické latky
» kombinace elastické latky a viskozni kapaliny

klasicka teorie pruznosti
» linearni vztahy mezi napétim a deformaci izotropnich elastickych latek
= predpokladaji se malé délkové zmény (pod 1% — lze uzit tenzor malych deformaci) 3



Krivka deformace

graf zavislosti napéti na prodlouzeni

e pfistroj Fidi deformaci a mé&fi napéti v B

A - mez umérnosti

e potud plati Hookellv zakon

B - mez pruznosti

e odtud se latka vrati do stavu pred

deformaci

C — pretrzeni vzorku

oblast B-C

e zde material plasticky tecCe
e zavislost nejen na deformaci, ale i na rychlosti deformace

pokud mez umeérnosti tak nizka, ze nelze stanovit — nelinearni chovani —

nehookovska latka



Zobecnény Hookellv zakon

vztah mezi napétim a deformaci elasticke latky

;i =Cijuu - nejobecnéjsi tvar Hookeova zakona

Ciin elasticke koeficienty, v homogenni latce vSude stejné

o, a ey, tenzory = Cia - tenzor 4. fadu (81 slozek)
symetrie:

o, a ey, symetrické tenzory - jen 6 nezavislych slozek = 9x9 — 6x6

kontrakce indexti 11-1, 222, 33—3, 23—4, 1355, 1256 = matice 6x6
c,=C_,e, .. energetické uvahy = tenzor C_, symetricky C, =C,,
= 21 slozek — v pripadé systému s nejmensSim moznym
pocCtem symetrii (trojklonna krystalograficka soustava)
= dalSi symetrie snizuji poCet nezavislych koeficientu
e jednoklonna soustava — 13 koeficientU
e kubicka soustava — 3 koeficienty
e izotropni latka — 2 elastické koeficienty 5



Zob. Hookeuv zakon pro izotropni latku

o = /wije, + Zyeij
Aau Laméovy koeficienty
e 1. invariant tenzoru malych deformaci

pfi pouziti kontrahovanych indexu Ize zapsat v maticovém tvaru:

o) (A+2u 2 A0 0 0Ye
o, A A+2u A0 0 0 |e,
o, A A A+2u 0 0 0 |e,
o, | | 0 0 0 24 0 0 |e,
o. 0 0 0 0 2z 0 |e
o, 0 0 0 0 0 2ulle




Vyznam 1. invariantu tenzoru deformaci

U .
vime,ze * Y =¢,= I, =1,0+e,) aanalogicky I, =1,,(1+¢,,) a I, =1,,(1+¢€,,)
10

l,=1,0+e,) \

|2 = Izo (1+622) Vo= |1|2|3 = I10'20'30 (1+e11)(1+e22)(1+ e33) =
%/_J

I, =1y (1+e33), Vo

=V,| 1+ (911 +€, + 633) + (e11e22 + €635 T €5,853) + e11e22e33

e, malé vehcmyvyssmhadu zanedbame

: . V=V
neboli V =V,(l+e,) takze 0 =g,
VO
zaver: 1. invariant tenzoru malych deformaci je roven relativni zméné objemu

neboli tzv. objemové deformaci




Jak funguje zobecnény Hookeuv zakon?

rozklad tenzoru deformace ¢; = ;e,@j + (8 —ée,&ij)

e(') e(d)

i

ij ij
izotropni Cast deviator

izotropni ¢ast

. . L . . . . e
e jen diagonalni slozky e} =ej) =el) ="

3
smykové uhly nulové

ve vSech smérech stejna deformace (izotropni deformace)
L . . €
o relativni prodlouzeni o 3
o relativni zmeéna objemu o e,

1. invariant izotropni ¢asti roven 1. invariantu tenzoru " =g,

popisuje objemovou zménu bez zmény tvaru elementu kontinua




Jak funguje zobecnény Hookeuv zakon?

rozklad tenzoru deformace g; = 1e,5ij + (8 —1e,5i.)
3 3 "

\_ﬁf_d

e() ei(_ﬁ)
izotropjnl' Cast devJ iator
deviator
. : ., : 1
e 1. invariant deviatoru e =g, +e,+e, —S(Se, =0
éf J

° = relativni objemova zmeéna nulova
- = uhly smyku obecné nenulové — tvar elementu se deformaci méni

e popisuje tvarovou deformaci odpovidajici tenzoru e




Jak funguje zobecnény Hookeuv zakon?

. . ‘ot 1 1
analogicky rozlozime tenzor napéti o;; = N o; +(oy —3° o)
" v g
o old)
izotroprjn' Cast dev ijétor

izotropni ¢ast
1 1

v .
e na plo3ce s normalou v, je vektor napéti T, =c{'v, = 30 SV = 2

e = vektor napeti ma smer normaly k ploSce a velikost :lgal
e — napétije Cisty tlak p = —:1)’0, (pro o, <0) nebo Cisty izotropni tah

P :—:1%0, (pro o, >0 ma zobecnény tlak p zapornou hodnotu)

deviator

1 . : . . "

e o\ =0, ->0,6; predstavuje obecné smykové napéti
3

e nemusi jit o Cisté smykové napéeti, protoze diagonalni elementy nutné nemusi

byt nulové, jen je nulovy jejich soucet
10



Co z predchoziho rozboru plyne?

nabizi se pfedstava, ze izotropni ¢asti tenzoru napéti a tenzoru deformace by mély

byt imémé &’ =K,e}’

©)

pak totiz pro vSechny nenulové slozky dostavame stejnou rovnici mezi prvnimi
invarianty obou tenzoru o, = K,e,

to predstavuje linearni zavislost relativni zmény objemu elementu kontinua na
Cistém tlaku/izotropnim tahu, ktera je v souladu s pozorovanim na radé latek

v pfipadé deviatoru se jevi také rozumnym pfedpokladat, Zze mezi nimi plati uUmérnost
@) _ K o
Oj; " = Kzeij

©)

vime, Ze pro Cistou smykovou deformaci v roviné kolmé ke treti souradnicové

p p . v (04
ose s uhlem smyku « ma tenzor deformace nenulovou jen slozku e, = >

pak e, =0= @ @ o, = K,e, =K, 5 coz opeét v souladu

S fadou pozorovani znamena, ze uhel smyku je Umérny smykovemu napétl’11



Formulace Hookeova zakona

e izotropni linearné elasticka latka, ktera obéma materialovym umérnostem vyhovuije,

se nazyva hookovska latka nebo klasicka elasticka latka

e po dosazeni do celkového tenzoru napéti dostaneme zobecnény Hookeulv zakon pro

izotropni latku charakterizovany dvéma konstantami

ot —G(')—I-G(d) Ke")+K e(d) %Ke|5,J+K2(eij €0;) =1 (Kl_Kz)elé‘u"'Kzeu
ok

e jednoduchou substituci dostaneme znameéjsi tvar o;; = 1¢,5,; + 21,

12




Zakladni uloha teorie pruznosti

najit napéti a deformaci v kazdém bodé télesa, zname-li rozloZeni deformace
nebo napéti na jeho povrchu

predpokladame, Ze izotropni hookeovské téleso je v rovnovaze

objemove sily (vnéjsi) pokladame za znamé

oo .
rovnice rovnovahy kontinua ;“ +G, =0
X .
J
Hookelv zakon oy = 18,5, + 218,
. ou,
kde eij :1 %_{__J
2\ ox, o,

celkem 9 rovnic pro 9 neznamych funkci u;(x,) a o;;(x)

pro jednoznacné fesSeni nutno zadat okrajové podminky, tj. hodnoty funkci na
okrajich télesa (oblast feseni)

2 zakladni ulohy

e jsou dana posunuti u,(X,) na povrchu télesa

14
e je znamo rozlozeni napéti Ti(x,) na povrchu télesa

pfi ziskavani experimentalnich dat je dalezity Saint-Venantlv princip

13



Vzorek namahany tahem

zanedbava se vlastni tiha vzorku - objemova sila nulova

, , , 00 ;
= rovnice rovnovahy kontinua =0

v 1
OX; T=-T
= 0;(X;) =0} konstantni v celém vzorku rovnicim ,
rovnovahy vyhovuje -/ !
normala na horni podstave V- (-1,0,0) / 4
-1 3
napéti na horni podstavé T =(-F/S,0,0)
normala na dolni podstave éz (1,0,0)
v 1
L T=T
napéti na dolni podstavé T =(F/S,0,0) =7

<

okrajové podminky =0V

14



Vzorek namahany tahem

1 1) -1
—-F/S = T HoyuviHo,v,+0,v, =0y
1 1 1 1
pro horni podstavu plati 0 = T, =0, Vi HOy V,+ 0,5V, = =0y,
1 1 1 1
0 = 13505 V11|03Vt 033V = —0y
—
1 (1) 1 1
F/IS = T gouvitonVv,+ouvs=oy
1 1 1 1
pro dolni podstavu plati 0 = T,50,Vi10,V,+0,,V;=0,
1 1 1 1
0 = T50,Vi705V,+05V; =0y
—

v obou pripadech tedy vychazi o,, =

15



Vzorek namahany tahem

23
v libovolné vybraném bodé na valcové plose ma vektor normaly v nulovou prvni
23 23 23

slozku v, =0, druhé dvé musi splfiovat vztah v.+vZ =1 (aspon jedna nenulova)

napéti na povrchu plasté je nulové
23 23 23

0 = T, =0,Vv,+0,3V;

23 23 23

v kazdem bodé musi platit 0 = T,=0,V,+0,V;
23 23 23

0 = T,=0,V,+05,3V;

plati pro vSechny body, pokud o, =0,,=0,, =0,; =0, =04, =0

(F/S= oy, =7 +2ue, @)

0 =AJe +2ue, (2)

dosazeni do Hookeova zakona  « 0 =48 + 218, 3)
0 =248y, (4)

0 = 24y, (5)

0 = 2485 (6)




Poissonuv pomeér

(F/S= o, =Ae +2ue, D)
0 =/1e +2u8,, (2)
, , 0 =l +2y (3)
dosazeni do Hookeova zakona |
0 =2, (4)
0 =2/, ()
\ 0 = 218y (6)
fadky (4) az (6) = e, =€,=06y,=0
odectenim (2) a (3) = €,, = €5,
dosadit za 1. invariant do (2) = 0= A(e;, +2e,,)+2.£,,
eI
= vztah mezi e, , e,, a €, €, =€ =— A e,
2(A+ 1)

zaporna hodnota e,, a e,; znamena, Zze ve smérech kolmych ke smeéru tahu dochazi
K relativnimu zkraceni

A

- 2(A+ 1)

e22

Poissontv pomeér Ve =
ell




Elementarni Hooketllv zakon pro tah

: o . €, A
Poissonuv pomeér Vp = =
ey 2(A+u)
pro nestlacitelny material e =€,+28,=0 = v, = G :%
e11
et . e, 1
pro stlacitelny material e =6€,+26,>0 = v, =< >
€
vy . 1 1
pro bézne materialy " <Vp < >
1. invariant pak bude e =e,+ 2_/Ate11 -4 e, = 1 e,
2(A+ ) A+ u A+ u
. o F (84 +2u)
dosadit za 1. invariant do (1) = 5= o, =4 /1:1 e,+2.ue, = H At H e,
. y -1, Al
pfipomenme e, ~ =—
I0 IO
takze F = pE3A+2p) Al 18

S A+u |



Elementarni Hooketllv zakon pro tah

takze

F_u(Bl+2u) Al
S A+u |

bézné se uvadi Hookelv zakon v elementarnim tvaru pro jednoosy tah

Al_1F
l, ES
kde E je Youngliv modul pruznosti
e o S H(3A+2p)
porovnanim vyjadfeni pomoci Laméovych koeficientu E= P
U

Pozn.: Redeni zakladni ulohy jsme prerusili po vypod&teni tenzoru malych
deformaci. Pro dokonceni je jeSté nutno vypocitat posunuti u.(x,) pro jednotlivé

body uvnitf valce. Na zakladé (zdlouhaveé) analyzy vztaht mezi hledanymi
funkcemi Ize dospét k jednoduchému vysledku: u, =e X; U,=€,X,; U;=8€3X,

19



Smyk

kvadr ve smyku — te€né napéti plsobi na levou a pravou sténu 2

l <‘i‘

normalové vektory

pro pravou sténu

pro levou sténu plati

v obou pripadech tedy vychazi

20



Smyk

kvuali symetrii tenzoru napéti musi na obou podstavach také puasobit teCné napéti podle

predpisu
2 I G 2
F/S = Ty =opvi40,V,10,3V; F0,
2 2 2 2
0 = T, =0, V40V, 0pV; =0,
2 2 2 2
0 = T=ouyvi{o,V,bo,Vv,=05

na plochach rovnobéznych s nakresnou musi byt kvuli
symetrii teCna napéti nulova a normalové se neaplikuje =

dosazeni do Hookeova zakona

0
0
0
F/S= o,

<

= A8 + 28,

= A6 + 2.,

= A8 + 28
=2/&,

@)
(2)
3)
(4)
()
(6)

%(x-b) ’%l= 012

=
| A2
b ‘TT()Q"‘G)

21



Elementarni Hookeuv zakon pro smyk

0 =1e +2ue, @)
0 =1e +2ue, (2)
, , 0 =Je +2uey (3)
dosazeni do Hookeova zakona <
F/S = Oy =218, (4)
0 = Zﬂels (5)
L 0 = Zﬂezs (6)
(5)a(6) = €3 =6,;=0
(1), (2)a@@) = €, =6, =€;3=0
pro uhel smyku « plati e, :Z
takze :z ua
bézné se uvadi Hookellv zakon v elementarnim tvaru pro smyk ve tvaru
g-1F
GS

kde G je modul pruznosti ve smyku (modul torze)
porovnanim vyjadieni pomoci Lameéovych koeficientu G=u

(pozor na zaménu s hustotou objemove sily G nebo jejimi slozkami G, )




Vsestranny tlak

vzorek pod vSestrannym tlakem

—p =4e +2ue, )
—p =1 +21., (2)
— =g +2 3
dosazeni do Hookeova zakona ] P | M (3)
0 =2, (4)
0 =28y (5)
( 0 =218, (6)
(4) az (6) = €,=6,=6,=0
pomoci (1), (2) a (3) = €1 =8 =€ = 32 -Fl-)zﬂ
Aoomer V -V,
pfipomenme g = 0
VO
V — 3p
ak O =@ +e, +6,,=—
p 5 11 22 33 31 N Z/J
pro objemovou pruznost K plati V-Vo__P
V, K
_31+2u

porovnanim K




Torze tycCe

elementy torzné namahane tyCe jsou smykové deformovany

B GaR’
2/

——
D

e veliCina D (direkEni moment) — koeficient umérnosti mezi momentem sily a uhlem stoceni
(pro diouhou ty¢/vlakno nemusi jit o malé uhly)

moment sily nutny ke sto€eni valce o poloméru R a délce / o uhel ¢ M @

d2¢
=-/
dr* 4

e torzni vahy 24

e UuZziti jako vratna sila pfi generovani harmonickych kmit J




Pruhyb tramku

e nosnik ulozeny na dvou oporach

e pruhyb d pusobenim sily F, na nosnik délky | , Sife a a vysky b
— I:1|3
4Eab’

25



