. MECHANIKA
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Obsah

= rotace kolem pevného bodu

= pohybova rovnice pro rotaci kolem pevného bodu
= pojem tenzoru

= zakladni operace s tenzory

= tenzor momentu setrvacnosti

= Eulerovy rovnice

= vyznam deviacnich momentu

= Kkineticka energie rotujiciho télesa

= stanoveni momentu setrvacnosti vuci ose
= elipsoid setrvacnosti

= hlavni osy a hlavni momenty setrvacnosti
= setrvacCniky

= volna osa rotace, stabilita




Otaceni kolem pevného bodu

e téleso rotuje kolem bodu, ktery se nachazi na pevné pozici v i.s.s.
e sSnazime se nalézt i pro tento pripad pohybovou rovnici tvaru

v s

konstantni vlastnost objektu x charakteristika pohybu = vnéjsi silové pusobeni

e prvnim krokem nalezeni rovnice analogické k Bl = Jw

e dalSim krokem hledani analogie k ;[(Ja)) =MEl




Pohybova rovnice pro otaceni kolem bodu
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Tenzor momentu setrvacnosti
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Tenzory

pfechod mezi kartézskymi soustavami soufadnic X Xoy Xg —> X[, X5, X5
matice rotace a; =COoSq;
transformace vektoru A =a,A, B;=3,B
transformace soucinu slozek vektoru AB; =a,a,AB
oznacme novy objekt T =AB;, T,=AB,
objekt se transformuje pfi rotaci Ti =a,a;T,

takto se transformuje tenzor 2. radu — obecné obsahuje 9 slozek T;

vytvoreny objekt T,, = A B, je tenzor 2. fadu — ma ale specialni vlastnosti, protoze
k jeho urCeni staci pouze 6 nezavislych veliCin (slozky vektord A a B,)

indexy u veliCin T; se vztahuji k osam téze soustavy souradnic

N tenzor
- se vztahuji k osam souradnic puvodni a rotované soustavy

{\

indexy u veliCin a,
neni tenzor



Tenzor n-tého radu

pro veliCiny T, ,, které jsou slozkami tenzoru n-tého fadu, plati
e jsou definovany v urcitém bodu trojrozmérného prostoru

e jedna se o celkem 3" slozek

e maji nindexdu i,...,I

e pfi ortogonalni transformaci souradnic plati

e pro inverzni transformaci plati

rad tenzoru

e nultého radu

e prvniho radu

e druhého radu
e tretiho rfadu

e Ctvrtého fadu

1 sloZzka
3 slozky

9 slozek
27 slozek
81 slozek

tenzor symetricky v indexech i a k

tenzor antisymetricky v indexech i a k
symetrie a antisymetrie se pfi transformaci zachovava

!
Toy=a ..., T

n n

[

T =a ..., T

n n
skalar
vektor

tenzor 2. radu
tenzor 3. radu
tenzor 4. radu

>t > >



Operace tenzorového poctu

slu¢ovani A = 4,88 A, Bl =3,a,,8,B

ir“js ir“js

¢ A]k - Bljk - a|rajsakt 'AYst - all’ajsakt Br - all’ajsakt (A'st T Brst)
e jen tenzory stejného radu, vznikne opet tenzor stejného radu
¢ Cijk = Aﬁjk * Bijk

, ’ . r_
naSObenl Aﬁ a aJpAhp’ kKim — akraisamt Brst

!/
¢ AJBkIm _aln Jpakrals mtphp
) vznlkne tenzor, jehoZz Fad je souctem Ffadu vychozich tenzoru

|Jklm AJ kim

uzeni Tig = Qi@ n@ T,

im“jn mnrs

) poloil'me k=] a seCteme pres index |

T = a. a.l .=a a.l

ijjl = Jn jr mnrs mnns
H,_J

0,

nr

e Uzenim tenzoru n-tého radu vznikne tenzor radu n-2



Tenzor momentu setrvacnosti

—

o B - d (| - d
2. imp. véta SR VA a(la))zl\/lE—> @) =M

V pripadé rotace kolem bodu neni vektor momentu hybnosti rovhobézZny s vektorem
uhlové rychlosti, proto nelze najit skalarni koeficient umeérnosti mezi nimi.

Narazime na zasadni potiz:
V pripadé rotace kolem pevné osy byl moment setrvacnosti J vyjadren jen
pomoci vzdalenosti hmotnych bodl od osy rotace, které nezavisely na volbé

soustavy soufadnic, zatimco v pfipadé rotace kolem bodu jsou slozky |
vyjadfeny pomoci soufadnic v inercialni s.s., vzhledem k niz se téleso otaci a

osa rotace méni, a tedy slozky l se prubézné méni také.

Zaver:

Rovnice %(fﬁ))z M B neni prakticky vyuzitelnou analogii rovnice jt(Ja)) = MEI




Vyjadreni v soustave rotujici s telesem

¢ené vuci nehybné s.s.!)

e B=14& plati v libovolné vztazné soustavé (jde stale o vektory ur
B: B, — A
e provedeme transformaci do rotujici soustavy spjaté s télesem r: X, = &
-

@, =, \

ﬂlz Qlimi(fié—i_gié)_gzimigil iZ_QBimié:il i3
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23 =g = _i M;Si2Gis

(&
&
Il
M=
3
AN
+
o N
~—
(&

10




Vyjadreni v soustave rotujici s telesem

dostaneme analogicky k B, =1,,@, rovnici g, =J,Q, platnou v soustavé spjaté

S rotujicim télesem

e protoze soufadnice &, jsou v této soustave stalé, jsou i koeficienty J,, stalé

hodnoty

e J,, predstavuji momenty setrvacnosti v situaci, kdy téleso rotuje kolem

souradnicové osy &, (momenty setrvacnosti vic€i souradnicovym osam)

J, se nazyvaji deviaéni momenty setrvaénosti

11




Prevedeni 2. IV do rotujici soustavy

dalsi krok — prevedeni Casoveé derivace do rotujici soustavy

pfi odvozovani Coriolisovy sily jsme nalezli vztah mezi Casovou derivaci
vektoru v inercialni soustavé a jeho Casovou derivaci v rotujici soustavé
dA dA

— = +ox A
dt dt

2. impulsova veta v soustaveé rotujici s telesem
dB
dt

+oxB=ME

12



Odvozeni Eulerovych pohybovych rovnic

B: B, — 4,
e vyjadfeni vektorl v soustave rotujici s télesem: @: @, = Q,
ME: Mo —
e dosazeni do 2. impulsové véty pro rotujici soustavu
dg
d—tl +Q,0, - Q3 0, = /JlE
dB . = d
d'[+a)XB:ME — Cﬁz +Q3ﬁ1_91ﬁ3:ﬂ2E - A\ B =&
dg
d—'[3 +Q, 0, -, [ = /UsE
\!
d
a(‘]llgl + JlZQZ + JISQS)+ QZ(J 3191 + ‘]3ZQZ + JSSQS)_ QS(‘] 2191 + ‘JZZQZ + JZSQS): lulE
d

a(‘] 2191 + J22Q2 + JZSQS)+QS(‘J1191 + JIZQZ + JlBQS)_Ql(J?;lQl + ‘JBZQZ + JSSQS): IUZE

d

a(‘](ilgl + ‘]32Q2 + ‘]33QS)+Ql(‘J21§21 + J22Q2 + ‘J23Q3)_Q2(‘]1191 + JlZQZ + J13Q3): :u?I;E

13




Eulerovy pohybové rovnice

e soustava 3 diferencialnich rovnic pro 3 neznamé funkce Q, (t)
e konstantni parametry J,, télesa je mozno urcit predem

e slozky momentu sily p°- jsou zadany

dQ dQ dQ

Jlld—t1+ led—t2+ Jlgd—t3+Q2(‘]31§21 + J32Q2 + ‘]3393)_93(‘]21Q1 + ‘JZZQZ T ‘]23Q3): 'ulE
dQ dQ dQ

J21d—t1+ J22 d—t2+ J23d—t3+Q3(J1191 + legz + ‘]13Q3)_Q1(‘]3191 + ‘132Q2 + J33Q3): /UZE
dQ dQ dQ

Jsld—tl+ Jszd—t2+ J33d—t3+Ql(Jle + J22Q2 + ‘]2393)_92(‘]1191 T ‘]12QZ +J13Q3): 'u3E

e toto je nejobecngjsi tvar Eulerovych rovnic

e vhodna volba soufadnicové soustavy v télese umozni podstatné zjednoduseni

14




Vyznam deviaénich momentu

pfedp., Ze téleso pfipevnéno na pevné ose X, =&, tj. doplnéno takové
pusobeni sil, aby osy byly trvale ztotoZnény (Ize porovnat rizné popisy)

moment hybnosti B rotuje spolu s télesem (protoze neni rovnobézny

S osou rotace, pofad se méni a podle 2.1V trvale plsobi moment sil)

Eulerovy rovnice:

dQ
Jog—>= 115 =N
B4t Ha
dQ
JlSd—ts_ ‘]2395 :ll’llE -
dQ
J23d—t3+ 31395 :,UzE —

Pozn.: rlzna znaménka v E. rovnicich —
v levotocivé soustavé by byla obracené

EBMZJd_w:MEH
dt dt

ve sméru osy &, plsobi slozka £ vnéj$iho momentu
ve sméru osy &, pusobi slozka yzE vnéjSiho momentu

(vn&jsi moment M =" se slozkami ,uf ,uZE , 0 brani
vychyleni osy rotace)

dQ
e pro t3 =0 jsouslozky B, a f3,,jakoZ i w au; konstantni (v rotujici soustavé)

e transformace do laboratorni i.s.s. — praméty vektorl B* a M &' rotuji kolem osy rotace

15



Vyznam deviacnich momentu

priklad — vyvazovani pneumatiky

staticka nevyvazenost

hmotny stfed mimo osu otaCeni = odstrediva sila F,

dynamicka nevyvazenost

nenulovy deviacni moment

N
J,= —Z m. X, X, # 0= moment sil se snazi vychylit osu
i=1

\
>
/ F
: \&J Rsq
X 3, |
s IED
7~ //’ XS1

16



Kineticka energie rotujiciho télesa

rotace kolem hmotného stredu

N

e vnitrni kineticka energie rotujici soustavy h.b. E, = Z;mn*cn (oxT,)
n=1

e plati (objem rovnobé&znosténu) d-(bx¢)=c-(axb)=b-(cxa)

e kinetickou energii Ize vyjadrit pomoci tenzoru setrvacnosti

e po slozkach (kvadraticka forma v o,) E, = - 0,0,

17



Stanoveni momentu setrvacnosti vuci ose

rotace kolem pevné osy (v libovolnem sméru) prochazejici hmotnym stfedem

zavedeme jednotkovy vektor ve sméru rotace n = |ajl
w
E, 153 aszl|a3|ﬁ-5-ﬁ|a3|:
pak Ize kinetickou energii zapsat . 2 2
="f-J-f &’
2
zaroven jsme dfive odvodili E, = ;J o’

kde skalarni veli€ina J predstavuje moment setrvacnosti télesa vuci ose rotace

porovnanim vidime, ze
moment setrvacnosti J vUcéi libovolné zadané ose je mozno zapsat ve tvaru

J=f-J-n
pomoci Steinerovy véty je pak mozno vyjadfit moment setrvacnosti vuci libovolné ose
posunuté mimo hmotny stfed télesa

Zavér: moment setrvacnosti télesa vUici libovolné ose umime stanovit na zakladé znalosti

6 nezavislych slozek tenzoru momentu setrvacnosti
18



Elipsoid setrvacnosti

o slozky jednotkoveého vektoru ve sméru rotace (smérové kosiny) n;, n,, n,

e moment setrvacnosti vici ose rotace (s vyuzitim symetrie tenzoru)

J=HA-J-A —  J=n]J,+n5d,, +nid,,+2nn,J,, +2nn.J.. +2n,n,d,,
. N
e zavedeme vektor p=—
Vi

e nazorna predstava: na paprsky ve smérech osy rotace vynasime vzdalenosti
]/ JJ — koncové body o vytvori plochu, pro kterou plati

1= P12J11 + ,022‘]22 + ,09?‘]33 +20,0,d1, +20103313+20,0,d 55
e tato rovnice je znama jako rovnice kvadriky

e pfispinéni urCitych podminek na koeficienty J; (splnuje je kazdy symetricky

tenzor 2. fadu) je feSenim elipsoid - zde je to tzv. elipsoid setrvaénosti

19




Diagonalizace tenzoru setrvacnosti

PovSimnéme si:

e elipsoid setrvacnosti v obecné s.s. orientovan obecné

e e.S. ma jisté symetrie — a to dokonce i v pfipadé naprosto nesymetrickych téles

Z teorie kvadrik plyne

e 0sY elipsoidu setrvacnosti urCuji 3 kolmé vyznacné smeéry (v pfipadé rotaéni symetrie nemusi byt
vdechny uréeny jednoznacné)

e Vv kartézské soustavé soufadnic spojené s témito 3 sméry plati

e deviani momenty nulové J,=3,3=J,3=0
J;, 0 O
e matice ma diagonalni tvar: o J, O
{ 0 0 J,
e proto Ize zavést znaceni Ji=dy, J,=0,,, J;=J5
e pro osy rotace ve sméru souradnicovych os plati B= J.o

20




Hlavni osy a hlavni momenty setrvacnosti

Dusledky diagonalizace

e 0sy, vUCi nimz deviaCni momenty tenzoru setrvacnosti vymizi, se nazyvaji hlavni
osy tenzoru setrvacnosti; pfi rotaci t€lesa kolem téchto os nedochazi k ,hazeni”

e momenty setrvaCnosti J, =J,,, J,=J,,, J,=J,, se nazyvaji hlavhi momenty
setrvacnosti

e rovnice elipsoidu setrvacnosti v kanonickém tvaru 1= p’J, + p?J, + p2J,
e stanoveni momentu setrva¢nosti vici lib. ose J =n?J, +n>J, +n’J,

Prakticky zavér: Moment setrvacnosti télesa vUci libovolné ose Ize stanovit na

zakladé znalosti 3 jeho hlavnich momentu setrvacnosti .

21




Hlavni osy a hlavni momenty setrvacnosti

hlavni osy béznych homogennich téles

Casto netfeba pocitat, vyplynou ze symetrie
rotaCni osa — hlavni osa
osy kolmé k rotaCni ose — vSechny jsou hlavni osy

v pfipadé vyssi symetrie (koule) — vSechny osy
prochazejici hmotnym stfedem jsou hlavni

v pfipadé krychle plati totéz — moment setrvacnosti
pro libovolny smér ma stejnou hodnotu

J :(nf +n’ +n§)\]1

= koule i krychle jsou tzv. kulové setrvacniky

KVADR

I
o

TROJOSY

VALEC




Setrvacniky

asymetricky J#J,, J,#d,, J#J;
symetricky J,=J, #J;,

kulovy J=J,=J,=1J

setrvac¢nik hovoroveé J, =10, << J,

setrvacnik volny (bezsilovy) nulove vnéjsi silové pusobeni

upevnéni v hmotném strfedu

Kardanuv zavés

e upevnéni se 3 stupni volnosti

e 0sy musi byt navzajem aspon pfiblizné kolmé

e animace ukazuije i situace se snizenym poctem stupfiti volnosti

(vS8echny obruce v roviné — rotace vnéjsi obruce v této roviné se
prenasi az na osu setrvacniku)

»Gyroscope operation®. Licencovano pod Public domain via Wikimedia Commons -
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gyroscope_operation.gif#mediaviewer/File:Gyroscope_operation.gif

tézky setrvacnik upevnéni mimo hmotny stred
v tihovém poli




Shrnuti volného symetrického setrvacniku

zplostély elipsoid setrvaénosti pevna rovina

o J =1J,<J,

e herpolhodiovy kuzel lezi uvnitf
polhodiového kuzele
e poradi vektoru £, —B-w

é l osa symetrie 53 é l osa symetrie §3
J,=J,<, J=3,>1,
& B @ &3 @ B

protahly elipsoid setrvacnosti

e J.=J.>] nutacni kuzel nutacni kuzel

IS

polhodiovy kuzel

e herpolhodiovy kuzel lezi vné
polhodiového kuzele

e poradi vektort &, —w—B

24




Volny symetricky setrvacnik
Stabilita rotace kolem volné osy

Shrnuti vysledku

symetricky setrvacnik pfi rotaci kolem
hlavnich os zachovava smér osy rotace

(nekona nutacni pohyb) = hlavni osy jsou

volnymi osami rotace

z energetického hlediska je stabilni volna rotace

kolem té hlavni osy, jiz pfislusi vétSi hodnota

momentu setrvacnosti

25



Samovolneé ustaveni stabilni osy rotace

experiment — rotujici téleso libovolného tvaru vlivem
nahodného vnéjsiho pusobeni pfejde v rotaci kolem
hlavni osy setrvacnosti, vici které ma nejvétsi

moment setrvacnosti

dusledek teorémii o stabilité (Thomson-Tait-Cetajev)
= system s nestabilni potencialni energii, ktery je
stabilizovan pomoci gyroskopickych sil, pfestava byt
stabilnim po pfidani libovolné malé disipativni sily

a) stabilni (sudy pocet nestabilnich parametr()

b) nestabilni (lichy pocet nestabilnich parametra)

c) systém stabilizovany gyroskopicky se doplnénim
disipativni sily destabilizuje

d) dokonce systém v minimu potencialni energie se mize
doplnénim disipativni sily destabilizovat

R.Kretchenikov, J.E.Marsden: Dissipation-induced instabilities in
finite dimensions, Rev. Mod. Phys. 79 (2007) 519.

Explorer 1 — zameérem bylo stabilizovat

(a) Gyroscopic stabilization:
even degree of instability

(b) Gyroscopic failure: odd
degree of instability

(c) Dissipative destabilization
of gyroscopically stable
system

(d) Nonconservative
positional destabilization of
potentially stable system

26



Zajimave aplikace

e teorémy Thomson-Tait-Cetajev
e vyznamny podil tfecich sil

kaca, vicek, camrda

stabilizace diky tfeni hrotu

po spirale se blizi do stabilniho stavu

zaroven treci sila stabilitu narusuje

nakonec viCek zpomali natolik, ze ztrati stabilitu

tippe top
e hmotny stfed nelezi v centru kulové Casti

e dotykovy bod s podlozkou lezi mimo osu rotace

e tfeni vytvofi moment sil vedouci nakonec
k obraceni

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Snurra_uppochner.gif

27




Staceni osy setrvacniku momentem sil.
Precese setrvacniku.

= vyvazeni hmotnosti setrvacniku
= roztoCeni setrvaCniku

= vektor momentu hybnosti B,
setrvacniku je orientovan
souhlasné s osou rotace

= posun zavazi doleva = na
rameno pusobi sila F;, coz
vyvola moment sily M E

= impuls momentu sily je podle 2. IV
roven zmené momentu hybnosti

= ta se projevi staCenim osy rotace
setrvacniku kolem svislé osy

= staceni osy setrvacniku vlivem
vnéjSiho momentu sil se nazyva

precese

28




Gyroskopicky efekt — stabilita v zatacce

e rotujici soucasti vozidel ovlivnuji stabilitu pfi
zataceni

e gyroskopicky efekt udrzuje stabilitu pfi
naklanéni do zatacky

e vozidla, ktera se nenaklangji, jsou naopak
vyklapéna ven ze zatacky

e gyrobus — protibézné setrvacniky




Precese a nutace Zeme

e Zemé ma volnou osu
¢ nejde ale o volny setrvacnik — nerotuje bezsilové

e slapoveé sily pusobi na zplosténi planety
e slozZeni gravitacnich vlivi Slunce, Mésice a planet
e moment sil M kolmy k nakresné

e zména momentu hybnosti B kolméa k nakresné

— precese vektoru B kolem osy A-A
e 0sa A-A kolma k ekliptice, mifi do souhvézdi Draka
e doba obéhu cca 25800 let

L nutace HERCULES LYRA
o perio_da 433 dnu (Chandlerova perioda) 9000 BC v i
* amplituda +0.2° e
e posun polu po kruznici prdiméru 10 m

Deneb

By Ereenegee (Own work) [CC-BY-SA-3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0)], via Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precesi%C3%B3n.gif Thuban

By Miraceti, original authors: GregBenson and Wereon. [GFDL (http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html) or CC-BY-SA-3.0
(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/)], via Wikimedia Commons
http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3APrecession_starchart.png

vrsa  AD 2000 30




Gyroskopicky efekt — navigacni pristroje...

e prosty Kardanuv zavés nemusi stacCit pro otaceni ve
velkém rozsahu (zejména v letadlech)

e uplatnuje se setrvacnost otoCnych Casti zavésu
(vs. robustnost konstrukce)

smeérovy ukazatel (heading indicator)

e volny setrvacnik — drzi pevny smér (A > 0.002 °/min)

e ovlivhovan rotaci Zemé = kazdych 15 minut nutno
korigovat smér podle kompasu

umély horizont
o tézky setrvacnik ve stabilni rovhovaze
e o0sa udrzuje ,stfedni hodnotu® svislého sméru

gyrokompas

e 0sa udrzovana ve vodorovném smeéru

e interakce B s rotaci Zemé& @, udrZuje smér k severu
(nefunguje na polech)

gyrostat
e tlumi pohyby paluby lodi pfi vinobiti




