. MECHANIKA
3. Energie a siloveé pole |l




Zakladni typy konzervativnich poli

homogenni pole

pole centralni sily




Homogenni pole

e vektorové pole F ma ve viech bodech stejnou hodnotu F = (0,0,-mg)
e intenzita pole I =(0,0,—9)
e namisto souFadnice Z se uziva vyska h

h
,(F)=—=[F(F)-dFr' +E e > E,(h)=mg[dz+E,, =mg(h—h;)+E,

ho

o referencnl vyska hya aditivni konstanta E,, se voli tak, aby E (h=0)=0

"1'—.ﬂ

e pak vyjadreni potencialni energie E_ (h)=mgh a potencialu ¢(h) = gh

A A
, ¢




Centralni pole

e pocatek sférické s.s. v centru sily
- - - o r r = F
e na pozici r pusobisila F=—f(r)
;

e pusobici sila ma nenulovou pouze radialni slozku

e skalarni soudin vektoru sily F a diferencialu df’ nezavisi na uhlovych

souradnicich = hledame formuli zavislou pouze na radialni souradnici
v = g r-dr’ oy . »
e piseme F(r')-dr'=—1(r') =—f(r)dr’, kde skalarni diferencial dr’ znadi
r —
nikoliv velikost vektoru dr’, nybrz velikost praimétu dr’ do radialniho sméru

e analogicky: obecna formule E (F) =- F(r)-df’ + E,, pro P.E. se zjednodusi

oW '._' =

ha tvar E (r) :_[ f(rydr'+E,

oy




Newtonuv gravitacni zakon

mezi body o hmotnostech m a m,ve vzdalenosti r pusobi pfitazliva sila

K m, m,
r.2
e zakon vSeobecné gravitace ve vektorovém tvaru:

: = m, m,(F, -1
e silou le:_K |1F i(r»2|3 %
27l

F= , kde gravitaéni konstanta x =6.67x10""kg 'm?®™

pusobi prvni bod na druhy

e silou F, =—F,, pusobi druhy bod na prvni




Gravitacni pole velmi hmotného objektu

e pro m >>m, lze umistit poCatek vztazné soustavy do pozice prvniho h.b. a

zanedbat zpétné silové pusobeni druhého bodu na prvni — pak se vztazna
soustava pohybuje bez zrychleni a je tedy inercialni

e hmotnost centralniho hmotného bodu budeme znacit M , hmotnost
testovaciho télesa ma jeho polohovy vektor r

kMmr

2 r’

e na testovaci téleso pak ptisobi sila F =— coz odpovida obecnému

tvaru centralniho silového pole E =—f(r)"
;
e intenzita gravitacniho silového pole bodu o hmotnosti M ma intenzitu
| = F__xMr (intenzita gravitaCcniho pole je rovna gravitaCnimu zrychleni)
m

r3

e potencialni energie E_(r)=| f(rYdr'+E_,, kde f(r):KNIm,takZe
p p0 r.2

o

E,=xM m[_l} +E,,=xM m[l—lj-l- Eoo
I h r

fo

)]



Gravitacni pole velmi hmotného objektu

C oy ow 1 1
e obecne feseni E (r)=x M m(———}L E,o
r, r
e bézne se voli referenCni uroven r, — oo a potencialni energie na téeto urovni
rovna E , =0, takze pak plati E (r)=- AFMm
;
E_ (r
e potencial ¢(r) = o )=—K M
m r
e ekvipotencialni plochy jsou kulové, siloCary radialni
IA (DA
r r
> >
M kM
1(r) =—"r2 p(r)=———




Gravitacni pole objektu konecnych
rozmeéru

I-' _ E _ M F L
diskrétni rozloZeni hmotnosti: m r* | 7=_g D m; (2) r

M = Zmi () i r

r_ |E _ _K MTr

té rozlozeni . Tm e g p(F)F

spojité rozlozeni hmotnosti: N — “‘j ARV

M = j j o(F)dV vor

\

Matematicka poznamka: objemovy integral se Casto zapisuje také jako

M = [[[ p(F)dv

jednoduchy, oba nasledujici zapisy maji stejny vyznam
M = [ p(F)dv
\

e obecny vypocet slozity

e s vyhodou lIze vyuzit symetrie
(Rozlozeni hmotnosti, které je zavislé pouze na vzdalenosti od stfedu,
vytvofi pole, jehoz intenzita také zavisi jen na vzdalenosti od stfedu.)



Tok vektorového pole elementarni ploskou

Zkoumejme tok @ vektorového pole A uzavienou plochou (poéet vychazejicich
siloCar)

na uzaviené ploSe vybereme elementarni plosku velikosti dS

normalovy vektor n k ploSce orientovan smérem ven z uzaviené oblasti
orientovany element plochy dS =i dS

elementarni tok ploSkou uréen prumétem vektoru pole do sméru normaly
k povrchu d® = A-fidS=A-dS

volba sméru normaloveho vektoru urCuje vyznam znaménka toku:

e db>0 tok smérem ven
e dP<O0 tok smérem dovnitr

e dD=0 A=0 v ALA



Tok vektorového pole plochou

o celkovy tok vektoru A plochou S (celkovy podet silo&ar vychazejicich z &asti
uzaviené plochy)

e elementarni plodky kone&nych rozmért @ =" A -AS (&ast mnohosténu)
e infinitezimalni elementarni ploSky @ =” A(F)-dS
S

e znameénko toku:

o ®>0 tok smérem ven (vice siloCar smérem ven)
e d<O0 tok smérem dovnitf (vice siloCar smeérem dovnitr)
e ®=0 nulovy celkovy tok (stejny pocCet siloCar dovnitr i ven);

specialni pfipady A=0 v ALAf

e celkovy tok uzavienou plochou @ = ﬁ,&(?)-d§
S(V)

10




Tok intenzity vyvolany hmotnym bodem

Pro zjednoduSeni vypoctu obklopime h.b. kulovou plochou:
Ze symetrie plyne, Ze intenzita pole | je vude

kolma k ploge a ma stejnou velikost | I |. Pak plati
I'||fA
o B -
= ﬁl .dS = ﬁl (F)-fi(F)dS =
pov rchkoule pov rchkoule
= ﬁl(r) ds =I(r) ﬁ dS = I(r) 4zr?=—4zxkm
——
povrchkoule pov rchkoule m

r2

Tok intenzity gravitacniho pole vyvolany jedinym h.b. hmotnosti m je roven
D= ﬁr°d§=—47n<m.

S(V)
Zavislost na vzdalenosti se kompenzuje, protoze mocnitel v Newtonove
gravitacnim zakonu je roven presné 2. Celkovy tok uzavienou plochou bude

stejny pro kazdou uzavrenou plochu libovolného tvaru.
11




Tok intenzity plochou libovolného tvaru

Odvadili jsme, ze celkovy tok intenzity
gravitacniho pole kulovou plochou se
stredem v hmotném bodé nezavisi na
poloméru.

Ze symetrie plyne, ze totéz plati pro Casti
kulovych ploch vymezené spoleCnym
prostorovym uhlem.

Dale je zfejmé, ze tok intenzity rovinami
prochazejicimi hmotnym bodem je nulovy.

/
/\\/

Protoze obecnou plochu je mozno
s libovolnou presnosti aproximovat
kombinaci elementarnich soustfednych
kulovych ploch a Casti rovin prochazejicich
hmotnym bodem, rovna se tok obecnou
plochou toku kulovou plochou.




Gaussuv zakon

Zobecnéni (Gaussuv zakon)

e pro diskrétni rozlozeni hmoty uvnitf uzaviené plochy: ﬁ [-dS = —47ZKZ m.
S(V) [

e pro spojité rozlozeni hmoty uvnitf uzavrené plochy: ﬁ?f-d§ = —4mc”_[pdv
\'%

S(V)

Dusledky:
1) ®=0, pokud uvnitf uzavieneho objemu nelezi zadna hmota
2) siloCary vyvolané hmotou lezici vné uzavieného objemu smeéruji dovnitr i
ven a kompenzuji se

Gaussuv zakon je ekvivalentni Newtonovu gravitacnimu zakonu (pfipomenme, ze
pfi jeho odvozeni hraje dulezitou roli skute€nost, Ze mocnitel v NGZ je pravé 2;

dusledkem je nezavislost na tvaru a velikosti uzavirajici plochy) 3



Gaussuv zakon v diferencialnim tvaru

V pfipadé spojitého rozloZzeni hmoty (derivace jsou vSude spojité) Ize pouzit

Gaussovu vétu:
f[T-ds=[[[div T dv
S \

Pak plati
[[T-dS=—azx[[[ pav = [[[div T av - [[[ div T +4zxp)dv =0
S \Y V V

— div I =—4zxp musi platit v kazdém bodé (Gauss(v zakon v diferencialnim tvaru)

Pozn.: Obdobou pro elektricky naboj je Coulomblv zakon, kde také vystupuje
zavislost presné na prevraceném kvadratu vzdalenosti. Tam také plati GZ

14



Gravitacni pole symetrického objektu

Naznacéeny zpusob Ize pouzit pro vypocet pole v okoli symetrického objektu:

e Rozlozeni hmotnosti (celkové velikosti m), které je zavislé pouze na vzdalenosti
od stfedu, vytvofi pole, jehoz intenzita také zavisi jen na vzdalenosti od stfedu.

e Na kulové plose poloméru r (od stfedu symetrie) obklopujici celou generuijici
hmotu bude mit intenzita pole stejnou velikost I. Aplikujme GZ.

-85 [ o

S(V)
— —

| 4712 m

I:—K7
r

(PovSimnéme si, Ze r v tomto vztahu neni vzdalenost od hmotného elementu,
nybrz polomér kulové plochy. Primo ve stredu symetrie se nemusi nachazet zadny
hmotny objekt.)

15



Gravitacni pole symetrického objektu

Priklady:

1. homogenni kulova slupka hmotnosti m :
e vné — pole stejné jako pole h.b. hmotnosti m
e uvnitf — pole | =0, potencial konstantni

2. homogenni koule poloméru R a hmotnosti m

e vné — pole stejné jako pole h.b. hmotnosti m
3

e uvnitf — pole jako h.b. hmotnosti m I:’3 tedy

r*1 r ” Kme ., K mr?
I =—KmR3r2=—K‘mR38 potencia go(r):?_c[rdr + ¢, =W+¢O
: . , KM KM
z rovnosti obou vztahu pro r =R plati ¢(R) =— TR TP
3k m kmr?  3xm
Po =" = @(N) ="

2R 2R® 2R

16




Gravitacni pole kulove vrstvy

problém pole homogenni kulové vrstvy fesSil uz Newton:

e plosna hustota o

e prostorovy uhel dw dsS,
e plosny element dS A
e hmotnostni element dm

ds, = r?dw—>dm, = o-dS, > E, = Kdr”}
1

dm,

r;

ds,
dS, =r;do—>dm,=cdS,—>E, =«

E,_dnr/ odS 1} orfdeor] 1
E, dn,r° odS,r® or/dor

Prispévky od protilehlych ploSnych elementd vymezenych na vrstvé elementarnim
prostorovym uhlem dw jsou stejné velké a opacéné orientované, tj. kompenzuiji se.
Intenzita gravitacniho pole homogenni kulové vrstvy je uvnitr vSude nulova,
potencial je konstantni. 17




Gravitacni pole Zeme - pfiblizeni homogennim polem

potencialni energie v malé vySce h << R, nad povrchem Zemé:

kM,m xM,m 1 1
Ep(h):Ep(h)—Ep(O):— Z_ 4 Z =x M, m[ j:

R, +h R, —— (R, R,+h
a,R,
R, +h-R
=ma,R,” 2" Z =ma,h i ~mayh
R, (R, +h) R, +h
%/—/

~1
splnéno jen v malych oblastech

18




Gravitacni pole Zeme - pfiblizeni centralnim polem

priblizny tvar koule
rozmeéry Zeme — drive geodeticka méreni — dnes GPS

referencni elipsoid WGS-84 (world Geodetic System 1984)

mapy, navigace

historie — mapy vztazené k riznym elipsoidim — rozdily i 100 m
polomeér Zeme:

e Rz=6378 km (rovnikovy)

e Rz =6356 km (polarni) : 72"
e Rz=6371km (polomér koule stejného objemu)

studna
v Syené

Erathostenovo méreni

geoid EGMO96 (Earth Gravity Model 1996) obvodu Zeme
ekVIDOtenCla’ml’ plOCha tl’hOVéhO p0|e Deviation of the Geoid from the idealized figure of the Earth

(difference between the EGM96 geoid and the WGS84 reference ellipsoid)

e CO nejvice se primyka k hladiné oceanu
e prochazi v podzemi kontinentu

http://en.wikipedia.org/wiki/User:Citynoise -
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Geoid_height_red_blue.png

Red areas are above the idealized ellipsoid; blue areas are below.

-107.0m om +85.4m




Gravitacni pole Zeme - pfiblizeni centralnim polem

Jak se meéni gravitacni zrychleni v okoli zemského povrchu (uziti diferencialu)?

Aa
a, =, dag:—ZKl\QZ dr Aagz—zKM32 Ar o — AT
r r r a, r

| bez znalosti gravitacni konstanty a hmotnosti Zemé muazeme zjistit, Ze napf.

e v nadmorské vySce 6378 metru (1/1000 poloméru Zemé) se gravitacni

zrychleni zmenSi oproti urovni mofrské hladiny o 2/1000 hodnoty, coz je
pFiblizné 0.02 ms™

e ke zmenseni gravitaéniho zrychleni o 0.01 ms™ dojde pfi zvy$eni nadmoiské
vysky o 3251 metru.

20




Tihové zrychleni na povrchu Zeme

tihova sila — pusobi v tézisti, urychluje téleso
pozor na terminologii: tiha — pusobi na okolni télesa (podlozka, zaveés,...) a jeji
pusobisté lezi v misté styku s podlozkou, ukotveni zavésu,...

z hlediska neinercialni v.s. spojené pevné se Zemi je tihova sila vektorovym
soucCtem gravitacni sily a odstrediveé sily (setrvacna sila) plati:

r=R, cosg
F. = mre?

Fe =F; +F’ —2F,F cosg

stav beztize
e neprojevuje se pusobeni tihy na okolni télesa
e Vv prislusné neinercialni v.s. dojde k vymizeni tihoveé sily diky setrvacnym silam

napfiklad:

e Vv pfipadé neinercialni v.s. spojené se stanici na obézné draze se vektorové sklada gravitacni
sila a odstfediva sila — ty maji stejnou velikost, takze vysledna tihova sila je nulova

e Vv pfipadé n.v.s. spojené s padajici zdvizi se vektorové skladaji gravitaCni sila a setrvacna sila—
ty maji stejnou velikost



Standardni hodnota tihoveho zrychleni

Jako standardni byla na 3. Generalni konferenci pro miry a vahy v r. 1901
stanovena tzv. normalni hodnota tihového zrychleni g, = 9.80665ms~ (pfesné)

mereni lokalniho tihového zrychleni

e reverzni kyvadlo — doba kyvu
kyvadla zavisi na g (praktikum)

e balisticky gravimetr — volny pad ve
vakuu (nejistota fadu 10° ms™)

Obr. 1 Absolutni gravimetr FG5 ¢. 215 a jeho schéma

experimentalni zavislost tihového zrychleni na zemeépisné sirce na urovni
more

International Gravity Formula 1967:
g(p) =9.780327(1+ 0.0053024sin * ¢ —0.0000058sin * 2¢) ms ™

odtud vychazi g(45°30') = 9.80665ms™ 22



Zapocteni odstredive sily

e Na rovniku je tihové zrychleni mensi nez gravitacni o hodnotu

° 24 x 60 x 60s
e (coz odpovida zvySeni nadmorske vysky o cca 11 km)

2
e a._=uw’r =( 2r j x 6378 x10°m = 0.034 ms >

e Experimentalné zji$téna hodnota tihového zrychleni na rovniku je 9.78 ms™.

e Gravitaéni zrychleni pak vychazi pfiblizné 9.814 ms™.

23



Hmotnost Zeme

e hmotnost Zemé M, se urCuje na zakladé gravitacni interakce
e nejjednodussi vypocet na zaklade zmereneho gravitacniho zrychleni a, na
rovniku

2

x M a_ R
Z M, ="2"°
m R, K

~9.814ms™(6378x10°m)°
Z 6.67428x107 kgt m3s2

e muzeme spocitat objem Zemé (uZijeme stfedni hodnotu poloméru) a vypocitat
stfedni hustotu

24
Y - 4|\/|Z , —  598x10 K9 _ 552k m"
3

R, ;172(6371><103 m)*

_ 9 7=
ag_—_|l|_

p—

— 5.98x10%*kg

e vyuzili jsme znalosti gravitaCni konstanty

24




Mereni gravitacni konstanty

pro jeji urCeni bylo nutno provést skutecne
méreni sily pusobici mezi télesy definované
hmotnosti

torzni vahy, kde tihova sila pdsobi na télesa
kolmo k ose rotace vah, takze nevlivhi méreni

Henry Cavendish (1731 — 1810, Anglie)
mefil v r. 1798 pomoci torznich vah gravitacni konstantu v jinych jednotkach —

po piepodtu x =6.74x10"kg " m®s~
pro néj to ale byl nepfilis podstatny mezivysledek

X—

Torsion wire

— -
- -
- -~
- ~
-

\
7/ N
AY
.
!
. s
,
- 6 ,
. :
'N“- "-

—

konecnym publikovanym vysledkem jeho experimentu byla pravé primérna

hustota planety Zemé (5.448 g cm™)

25



Co jsme neuvazovali

Zemé neni homogenni — slupky vyrazné odliSné hustoty (vime, ze to by nevadilo,
pokud by slupky byly homogenni)

12

Inner Core

-
o] o
—r—T—T—r— 7T

Density [kg-m > x 10°]
(o]

==

g

Outer Core

.......

Core-Mantle-Boundary
(CMB)

Mantle

End of Earth's Crust

Ocean N

\ Moho Discontinuity 1

%

1000

2000

3000 4000 5000 6000
Radius [km]

"RadialDensityPREM" by AllenMcC.
- Own work, Paper:
http://www.gps.caltech.edu/uploads/
File/People/dla/DLApepi81.pdf.

Licensed under Creative
Commons Attribution 3.0 via
Wikimedia Commons —

http://commons.wikimedia.org/wiki/
File:RadialDensityPREM.jpg#media
viewer/File:RadialDensityPREM.ipg
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Gravimetricka mapa sveta

nerovnomerne rozlozeni hmoty ve slupkach
(narusuje pravidelnost pole)

27



Gravimetricka mapa sveta

"GRACE globe animation"” by
NASA/JPL/University of Texas Center for Space
Research. —

http://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/P1A12146.
Licensed under Public domain via Wikimedia
Commons—

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:GRACE q
lobe animation.qif#fmediaviewer/File:GRACE dglo
be animation.qif
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Gravimetricka mapa Ceské republiky

12 13 14 15 16° 1 18 19°
3300000 3400000 3500000 3600000 3700000
1 T l T Al
o = %
'§ 2
._{" = =
47 7 ' 5 ISy
. y ‘r\\ v‘.t"\‘?
4 ; (r
oy = N £ a
e Bl -2 B 8
; — S UL (- g
f ek | :
1 1 Z L
3300000 3400000 3500000 3600000 3700000

13° 14° 15° 16° 17 18"

B [T [ [F. |

500 -425 -375 -325 -275 -225 -175 -126 .75 25 25
tihova anomalie (mikrometr.sekunda-2)

https://www.ig.cas.cz/userdata/files/popular/Gravimetricka mapa.pdf




Pohyb v homogennim poli — vrhy

pohyb v gravitaénim poli: F =(0,-mg) 7 vo_
\ . d?x d’y f ‘,1_, 2
e pohybove rovnice: m—-=0, m—>=-mg 58t
dt dt
— °X d’y B
e explicitni formulace: —-=0, —-=—¢
/
iint 2 dx kdt dy d: K | Pi= h — »-,l;g{‘?'
e prvniintegraly: —=k;, —=-0t+ )
P graly gt gt gt+K,
e obecné feSeni: x=kt+d y=—g—t2+kt+d ! * —
. 1 17 2 2 2 O . ])”[' D X
e pocateCni podminky: V(t =0) = (Vyy, Vo), F(t=0)= (X, Xy) B =

. . . ) gt’
e porovnanim s pocC. podminkami: X =Vv,;t+X,, y:—7+vzot+x20

e vrh vodorovny
V(t=0) = (v1p,0) = (v.0)
F(t=0)=(0,%,)=(0h)
B(t = 0) = (mv,,0)

30




Pohyb v homogennim poli — vrhy

e vrh vodorovny
b, (t =0) =[F x B, =-my,h

Ek(t=0)=%mv§ E,(t=0)=mgh

(0 = (-g) ()= (vth— > gt?)

B(t) = (mv, —mgt) b, (t) = [F x p], = _% my,gt? — my;h
E, () =m0 +9°?) E,(0) = mg(h- gt)

t
J@t) = j Fdt = (0,—mgt) = p(t) — P(0) ... impuls tihové sily roven nartstu hybnost
0

t t
M, () = D FxF dt} = —mvogjt dt = —;mvo gt> =h, (t)—b, (0) ... impuls momentu tihové sily
0 . 0

roven nartstu momentu hybnosti

E.(t)+E, ()= %m(vj +9%t*)+mg(h —%gtz) = %mvé +mgh=E,(0)+E_(0) ... zzmME

o celkova mechanicka energie se zachovava

31
o hybnost a moment hybnosti se méni pusobenim tihové sily




Pohyb v homogennim poli — vrhy

vrh

Vo SIN o

0

Sikmy

V({t=0) = (v, V,,) = (V, COS,V, SIN @)
r(t=0)=(0,0)

p(t =0) = (mv, cosa, my,sin «)

V(t) = (v, cosa,Vv,sin o — gt)

F(t) = (vtcosa, v tsin a —% gt?)

p(t) = (mv, cos e, my, sin o —mgt)

J(t) = Ft = (0,—mgt) = p(t) — P(0) ... impuls tihové sily roven nardstu hybnosti

/ 3817
Vol Sin &

______ ¥o =

, B

I : | 2

! y=uvismo — 50t°

o } |

v COS D Y

X = vpl COS

- et
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Pohyb v centralnim poli - Keplerovy zakony

1. Keplerav zakon:
Planety obihaji kolem Slunce po elipsach, v jejichz jednom ohnisku lezi Slunce.

3. Kepleruv zakon: Pomeér druhych mocnin obéznych dob libovolnych dvou
planet je roven poméru tretich mocnin velkych poloos jejich drah.

Predpoklady odvozeni 2. Keplerova zakona

e centralnipole = F|F = M=FxF=0

e 2.NZ: M =%:O :>6:f><m\7:60 = konst

— zachovava se rovina pohybu (vektory I a V stale ve stejné roviné)
= soustavu souradnic Ize volit tak, aby jedna osa byla kolma k roviné pohybu

33




2. Kepleruv zakon (zakon ploch)

e Vvelikost momentu hybnosti (j. velikost jediné jeho nenulové
slozky) lze vyjadfit pomoci azimutalni slozky rychlosti:
by FxmVl=mr vsing =mrv,=mr’gp
azimutalni
slozka v

e zavedeme plosnou rychlost (viz obrazek)

V_rvsina_lrv —lrz'
Ty T T ?

e vyjadfime v, pomoci momentu hybnosti a vyuzijeme jeho konstantnosti

1 ,. b,
V, =—r“¢=——=Kkonst v
=2 Y om
VA
2. Kepleruv zakon (zakon ploch): p

Plochy opsané privodi¢em planety za
Jednotku casu jsou konstantni.
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Keplerova uloha — sestaveni dif. rovnice

potencialni energie gravitacniho pole

L F=-Y%E E =pMm__ &
r dr r r
. l1 ., «
ZZME: — E,=E,+E, =_mv®—— =Kkonst
P2 r

Y _ " : X

pfechod do polarnich soufadnic: = X/Xl2 + X22 @ = arcty x2
1

X, = cos¢e N V, =% =rCcoS@—resin ¢ v, ="t ...radialni slozka

X, =rsin @ V, =X, =FSin ¢+ r@cose V,=r¢ ...azimutalni slozka

V=V Y, =V AV = FE 4’

— E, =;m(r'2+r2gb2)—0r[
2
0g

m2r2

2 2E 2
> Eozim[r'2+ b; j—a — fot “F0, 2 b;

m2r2 ) r Y'm  mr m?r?

ZZMH: - b, :mr2¢—>r2¢2 —




Pohyb v centralnim poli — vylouceni Casu

Derivace inverzni funkce:
necht inverzni funkce k y=f(x) je x=g(y) a f'(x) =0,

dx 1
dy f'(x)

pak

e nehledame zavislosti r(t) a ¢(t)
e zajima nés tvar drahy, takze nam staci funkce r(¢p)

e virtualné zavedeme slozenou funkci r(t(¢))

dr dr dt 1  mr* mr’® 2E, 2a b , 2Ejm  2om 1

=———=f = =¥ =+ R e a1l —t———

dp dt dp ¢ b, b, ' m mr m’r oo
r 1 mr2
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Dif. rovnice se separovanymi promennymi

e obycejna diferencialni rovnice 1. fadu 3§ = f(xy)
- dy
e specidlni tvar funkce o~ Tey)

e feSeni pomoci separace proménnych c(ly) = f(x)dx
gly

e integraly na obou stranach se rovnaji

jg(y) j f (x)dx
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Keplerova uloha — rovnice kuzelosecky

2
Q=25 o, O dEmam 1 g 2
bs ~am do b rby 1 \ rp r
. dr dr
separace proménnych: tde = — ijdgp = J.
2 2 1 2 2
r-Q+ - r-Q+ ————
\ rp r \ rp r
vypocet primitivni funkce zde neprovadime; spravnost lze overit derivovanim —
11 1 1

t@=arccos ——— ' 7 = arccosr_p—C —

\ P N
+ . V4 V4 L] \'4 4
1 1+ g cos(C €0) r— P toto je polarni rovnice kuzeloseCky
r p 1+ gcos(C x )

pocCatek souradnic lezi v ohnisku kuzZelosecky, uhel C + ¢ lezi mezi pruvodi¢em a

osou kuzelosec€ky, hodnota ¢ = \/sz +1 (Ciselna excentricita) urCuje typ
kuzelosecky: s




1. Kepleruv zakon

2 2
&>1 ...hyperbola - &= 2E2°b° +1>1 - 2E2°b° >0
| a?m a’m
2E, b} 2E, b¢
=1 .. parabola — &= 22 41=1 » —)°=0
| a’m a’m
: 2E b’ 2E b2
e<1l .. elipsa - &= 2°b° +1<1 - 2°b° <0
| a?m a’m
: 2E b’ 2E b’
=0 ...kruznice — ¢= 22 +1=0 - 2°b° =
| a’m a’m

°T 2p?

plati-li E, <0, pfedstavuje odvozena rovnice elipsy 1. Kepleruv zakon:

Planety obihaji kolem Slunce po elipsach, v jejichz jednom ohnisku lezi Slunce.
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Tvar trajektorie a celkova energie

2

e rovnici pro energii E, = LR PE by | a

2 mr? ) r
2

e upravime do tvaru E, = lmr2 + b ~— AMm

2 2mr r
>0 V(r)
e proto musi platit E, =V (r)

e funkce V (r) (zahrnuje potencialni energii gravitacniho pole a kinetickou
energii azimutalniho pohybu) ur€uje pfipustny rozsah r pro ruzné typy
drah charakterizované hodnotou celkove energie E,

V A ~N

> Eo> 0 ... hyperbola (I'min<T)

Mmin Imax

>, < 4— Eo=0 ... parabola (I'min<T)
Eo /r Eo<O ... elipsa (Imin<r < I'max)
<+ Eomin ... kruznice (r = konst.)
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Parametry eliptické drahy

charakteristiky obecné elipsy:

Y . . . b? : Y. . :
e (iselna excentricita ¢ = \1— —, kde a a b jsou delSi a kratSi poloosa elipsy
a

2
e parametr p, pro ktery plati p = bf
a

pro eliptickou obézZnou drahu plati vzhledem k uzitym substitucim:
Y . - 2E.b? 2E.b? b2 b
e Ciselna excentricita & = 2041 5 2t =—— )
| a’m a’'m  a A DAY
b2
e parametr p znacil veliéinu —2=p
om I
(94
a=—__—
. ’ v . 2E0 1 2E0 v v
e propojenim pfedchozich —=—-— — b (pfipomenme: E, <0)
a a
b= "2
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Overeni vypoctu primitivni funkce

idgo:i(arccosx—C)%dr
dx dr
1 , _
PR arccos’ X = :
+¢ = arccos P__¢ 1-X
Q+ - d« 1 (_ij
P dr 1\ r?
substituce: N Q+ g
e <
o )
X=X(r)= r P de = -1 r°) dr
Q_|_1 = 2 1 N 2 2 1
’ R
top=arccosx—C ) 1-| 1 pl
| e
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3. Kepleruv zakon

soucin plosné rychlosti a doby obéhu je roven ploSe elipsy

T%I’2¢=ﬂab

vyuzitim 2. KZ dostaneme

2
TP b 512 % a2y

2m Am®
dale vime
b’ b? b%am
0 p="—> b02 — L
om a a
spojenim dostaneme
1 b?
T? ~ M _ 72922 5 T2 % = 7297
4am° a m
po upravé
T? 4mzn®  4r°
7= ~ -2 _konst
a (04 K
atoje

3. Keplerav zakon: Pomér druhych mocnin obézZnych dob libovolnych

dvou planet je roven poméru tretich mocnin velkych poloos jejich drah.
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Prvni a druha kosmicka rychlost

e jednoduché odvozeni 3.KZ pro kruhové drahy (polomér = velka poloosa)
e gravitaCni sila tvofi silu dostredivou:
M 3

2 _
. Mm @ =K 27V M T2  4z2
Mor=x—— — o || =k o =
r 27 T r r KM

COZT

prvni kosmicka rychlost (obézna rychlost)
e rychlost pohybu po kruhové draze v blizkosti povrchu Zemé
e stejna rovnice jako prve, jen vyjadfime obéznou rychlost v, =@ R, na povrchu Zemé

2
my =KM—ZZm — v, = <M, , pro Zemi v, =7.9km/s
R, R, R,
druha kosmicka rychlost (Unikova rychlost)
e rychlost, kterou ma téleso pohybujici se po parabolické draze v perigeu
e je-li pomalejSi, pohybuje se po elipse, je-li rychlejsi, pohybuje se po hyperbole
e celkova energie pro parabolickou drahu je nulova; ZZME:

EO:Ek+Ep:%mv2—Km:O — %mvﬁ—KMRzsz = V=
r z Z
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Co se stane, kdyz druzice pribrzdi

kruhova draha R
Mm v
E,=E +E, Lo MM
2 r
gravitace vytvari silu dostfedivou

Mm  mv? Mm , mv?
K— = — Kk—=mV’* - E, =— <0
r r r 2

>r
pro malé zmény plati \ — } i
" 0

dEo = _deV —> dV = — dEO \/___ _______________________

mv

po brzdéni rychlost vzroste
dE, <0 — dv>0

Co se tedy déje s energii?

mv?

e pro kinetickou energii druzice plati E, == -E, >0

e pro potencialni energii naopak plati E,=E,—E =E,—(-E;)=2E; <0

e pokles celkové energie o hodnotu |dE vede na pokles potencialni energie o 2|dEO| a

o

pritom kineticka energie vzroste o |dEo|

45



