. MECHANIKA
1. Kinematika hmotného bodu
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= prostor, cas, hmotny bod

» vztazna soustava, trajektorie, draha, prumérna a
okamzita rychlost, zrychleni

= pojmy derivace a integralu

= slozky vektoru, polohovy vektor, skladani rychlosti

» teCna a normalova slozka zrychleni, dostredivé zrychleni

= klasifikace pohybu (primocary x kfivoCary, rovhomerny x
nerovnomerny)

= rovnomerny kruhovy pohyb

= harmonicky pohyb po pfimce




Vyvoj zakladnich pojmu kinematiky

kiné = pohyb
hmotné objekty existuji v prostoru a €asu, ,zabiraji“ urCitou €ast prostoru, polohy se s Casem méni
prostor

= anticka predstava (Aristoteles) — 2 oblasti s riznymi zakonitostmi (prostor okolo Zemé x oblast
pohybu nebeskych téles)

= empiricka pozorovani a experimenty — teorie gravitace + Keplerovy zakony — na Zemi i ve
vesmiru stejné zakonitosti pohybu — absolutni prostor nezavisly na hmotnych objektech a jejich
pohybech (Newton)

= axiom (Newton) : ,Absolutni prostor je vzhledem ke své podstaté a bez ohledu na vnéjSi objekty
stale tyZ a nepohyblivy.*
= prostor —trojrozmérné (3 nezavislé udaje) kontinuum (spojita zména vzdalenosti)

= odvozen od doby trvani objektivné existujicich procesu, pozdéji pohyb Slunce po obloze, pak
pohyb hvézd, méfeni €asu aktualné odvozeno od kmitl krystalu

= axiom (Newton) : ,Absolutni, skute¢ny a matematicky ¢as plyne sam od sebe a diky své povaze
rovnomérné a bez ohledu na vnéjsi objekty.”

= Cas — spojity parametr spoleény vSem objektiim nezavisle na jejich pohybu (rychlosti)




Zakladni matematické abstrakce

prostor a €as nezavislé na hmotnych objektech

prostor je trojrozmérné kontinuum (Eukleidovsky prostor)
Cas je jednorozmérné kontinuum

hmotny bod (vhodnéjSi by bylo ,bodova hmotnost” analogicky k ,bodovému naboji“)

bezrozmérny (nekonecné maly)
nemuze se ani deformovat ani rotovat
abstraktni

presto Ize takto s dostate¢nou presnosti popisovat fadu objektl (subatomarni ¢astice,
resp. atomy ve srovnani s velikosti téles, planety ve srovnani s velikosti slunecni
soustavy)

realna télesa Ize popisovat jako soustavy hmotnych bodu (pozdéji)

vztazna soustava (vztazny systém, soustava souradna)

soustava souradnic, vUci niz se stanovuje poloha hmotného bodu
urcena pocatkem a orientaci os



Trajektorie
Skalarni charakteristiky pohybu

Trajektorie
= geometricka kfivka v prostoru, kterou hmotny bod pfi pohybu opisuje
= dle tvaru trajektorie rozliSujeme pohyb pfimoc€ary a kfivoCary (kruhovy,...)

Draha s

= délka trajektorie, kterou hmotny bod probéhne za Cas At=t, -t,
Parametrizace polohy

= t—>s(t) parametrizace ¢asem (vhodna pro zkoumani rychlosti)

Rychlost v — 2 vyznamy, zde ve vyznamu ,speed”
= skalarni veliCina
= udaj na tachometru
= nezalezi na sméru
= |ze i pro uzavienou trajektorii (kfeCek v bubinku, dité na kolotoci)




Experiment: Mereni rychlosti strely

" souose papirove kotouCe s uhlomérnymi stupnicemi se
otaceji na spoleCném hfidel

= stfela vypalena rovnobézné s osou

= Zname: |\

= frekvenci otaceni kotouct f=2180 min P

= vzdalenost kotou¢d d=40 cm ‘

= zméfime uhlové hodnoty pro oba prustrely

= o,=192°
= ,=222°
= vypocet:
= doba otagky kotoude -1
= Cas pruletu stfely mezi kotouci : t= A_“T
d 360

= rychlost strely V=—




Skalarni charakteristiky pohybu

Rychlost v
= délka drahy As=s, —s, urazené za urcCity Cas At=t, -t

= presnéji: zavedli jsme pramérnou rychlost v intervalu t <t<t,

= (méli bychom psat v= AS _ S, =S, )
At t,—t,
= zkracovanim intervalu At — 0 dostaneme okamzitou rychlost

= musime znat s pro vSechna t neboli dale pfedpokladame znalost fce s(t)

. As _ds . :
v=Ilm —=—  (zavedli jsme symbol derivace)
At—>0 At dt



Derivace -

Méjme funkci y= f(x) definovanou v bodé x,.

Derivaci rozumime lim P +4%) = T (%) ,
Ax—0 AX

oznacujeme f'(x,).
f(Xo +AX)— (X))
AX

Podle obrazku vyraz (e]f2

je smernice secny.

Limita pro Ax—0 je smeérnice teCny v bodé .

Ma-li funkce f(x) derivaci v kazdém bodé xe(a,b) , fikame, ze mav (a,b)

S 00,2 y00, v F(F ()

Zjednoduseni zapisu v pfipadé, kdy nemuaze dojit k omylu y'= % , pokud
y=Yy(x) . Podobné S:% , pokud s=s(t) . (Toto zavedl |. Newton v dile
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica)

/

derivaci. OznaCujeme ji f'(x), y'(x),




Skalarni charakteristiky pohybu

Rychlost v= IimO% = % Ize zapsat ve tvaru v=5 , presnéji v(t)=:s(t)
At—

Rovnomérny pohyb v =¢=konst

nezalezi na sméru pohybu
pfikladem muze byt pohyb po kruznici s konstantni uhlovou rychlosti
VS.

Nerovnomérny pohyb v =g« konst

opacna uloha k derivovani — hledani primitivni funkce

zname y(t) a chceme znat s(t) : s(t):jv(t)dt




Primitivni funkce (neurcity integral)

Funkce F(x) je vintervalu (a,b) primitivni funkce k funkci f(x), jestlize pro

vxe(a,b) plati F'(xX)=f(x) .

Vime, ze C'=0 C =konst (F(x)+C), =F'(x)+C = F'(x) = f (x)
(f+g)=1'+g

To znamena, Ze pokud F(x) je primitivni funkce = F(x)+C je take primitivni

funkce.

Symbolicky zapis: j f (x)dx=F(x) +C

10



Skalarni charakteristiky pohybu

Zrychleni a
zkoumame zmeénu rychlosti v Case
= zmeéna rychlosti Av=v, —v, dosazena za urcCity Cas At=t, -t
g Av VoV
At t,—t,
analogicky jde o prumérné zrychleni v intervalu t, <t <t,
AV Vv, -V,
At t,—t, )
okamzité zrychleni zavedeme derivaci

dv . d(dsj d?s .
a=—=V == > =4

(méli bychom psat a =

T dt 0 dtldt) dt2
derivace derivace
—> —>

S primitivnifunkce \ primitivnifunkce d
<« <
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Priklad — pohyb rovhomerne zrychleny

1) Zname vztah pro drahu — derivovanim vypocCteme rychlost
1. .
s(t) = ant +V,t+5,

Zname derivace:
y — Xn N yr — an—l
y=C-f(x) — y'=C- f'(x)

y=T(x)+9(x) - y=f'(x+9'(x)
Tedy

v=s‘(t)=@ J (vt s, = ao( Jev, ( (t)r s, = a02t+v0+0 agt +V,
2) Zname rychlost — derivovanim vypocCteme zrychleni

v(t) =a,t+v,

a=v=(at)hv, =a, {+Vy =2,
u 20




Priklad — pohyb rovhomerne zrychleny

3) Zname vztah pro rychlost — drahu vypoCteme pomoci primitivni funkce

v(t) =agt +Vv,
Zname primitivni funkce:
n+1
F(x) = X" S5 Fx)=2
n+1

f(x)=C-g(x) — F(x)=C-G(x)
f(X)=g(X)+h(x) — F(X) =G(x)+ H(X)
Tedy
s(t) = j v(t)dt = j (a,t+V,)dt = a, j tdt+v, j todt =
2 1
= a0%+vot—+ S =Ea0t2 +Vt +5,
int.konstata
4) Zname zrychleni — rychlost hledame jako primitivni funkci
a=a,

1

t
V=Iadt=faodt=aojdt=ao+ Vo, =a,t+v,
1 int.k:;stmta




Priklad — volny pad

e souradnicova osa h orientovana smérem dolu

e vSechny vektory — nenuloveé jen svislé slozky
e mozno uzit skalarni vztahy

vcase t=0 v=0
h=0
gravitacni zrychleni a=g
rychlost V= _[ gdt
draha (vy&ka) h=[gtdt=g % +h

vyloucCeni parametru t t=

rychlost v zavislosti na vysce padu
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Souradnice bodu

v tfidimenzionalnim prostoru

= [x.%,%] nebo [xy,2] g
= typy soufadnic v roviné %) A
= kartézské ¢ X
= polarni X
= typy souradnic v prostoru polarni
= Kkartézskeé
= cylindrické %
= sférické \
d o
|
cylindrické |
' \(; —~ - - | /773
_____ i

sférickeé

15




Smerove kosiny

y i
e “E
Ve
e e i o f/ < l
| Bt
| e o)
| I |
O el T o
| X b7 X X
| | »
z _____________ Vv

r... vzdalenost bodu od pocCatku kartézskych souradnic

X=ICOS

y =rcos f
Z=rC0Sy

v s

casto pohodIng€jSi indexované souradnice a uhly: X; =r COS ;
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Matice

Realnou resp. komplexni matici A typu mxn nazveme obdélnikovou tabulku

a, 4, - 4,
a, Ay A
A= .1 . . .n :(a” )i=1,~-~,m y
: . I j=L...n
aml amZ o amn

kde a; e R, resp. a; € C nazyvame prvky matice A.

e Fadky (sloupce) matice A jsou vektory z R" (R™) resp. C"(C™)

e mxn matice A ma m fadkud a n sloupct (mnozinu takovych matic znaéime M™")

e mM=n mluvime o ¢tvercové matici A stupné n

Rovnost matic: Méjme AecM™ a BeM™. Pak A=B kdyz m=r, n=s a b, =3, pro viechna
i=1....m;

S¢itani (od¢itani) matic: M&jme matice A, B, CeM™" . Potom C=A+B:c; =4a; th,

j=1...,n.

Nasobeni skalarem: M&jme matici AeM™". Potom (aA), = aay

17



Smeéroveé kosiny transformace

XsA/T\x

4
3

pfechod mezi vzajemneé pootoCenymi kartézskymi
soustavami soufadnic X, X, X3 —> X3, X5, X5

A, 8, 3

- a, a4, a
matice rotace 21 %2 %23
a31 a32 a33

prvky matice rotace = smérove kosiny transformace,
!

tj. smérové kosiny uhld, které sviraji osy X s osami X;

18



Rotace os v rovine

pfechod mezi vzajemné pootoCenymi
kartézskymi soustavami soufadnic
XXy = X, %

chceme ovérit obecné vztahy pro
smeérove kosiny (v roviné by pro popis
rotace staclil jen jeden uhel)

podle obrazku plati
X, = XCOSa, + X, COS &1,
X, = X,C08q,, — X COS(7—a,,)

plati dale cos(z—a,,) =—C0Sa,,

|ze zapsat

= X, COSq, + X,C0S8a,
= XC0Sa, + X,CO0Sa,,

> X
X

NS

s vyhodou zapiSeme jako maticove
nasobeni X'=AX, kde

CoSa,, COSa
coOSa,, COSa,, X,




Nasobeni matic. Nasobeni matice vektorem

Nasobeni matic: Méjme matice AeM™ a BeM™. Matice C=A-BeM™" je
definovana takto:

C=(c; )i-tm, kde ¢, = Z a, by -
k=1

j=1,...,n

Specialnim pfipadem je nasobeni matice vektorem: M&jme matici A e M™® a vektor
X e M. Vektor y = Ax eM™ je definovan takto:

YR

46,
P

<
3
b
3
[y
QD
3
N
QD
g eee

20




Obecna transformace souradnic
Rotace a translace

pfechod mezi kartézskymi soustavami souradnic X0y Xyy X3 —> X, X5, X5

matice rotace a; =CoSa;;

rotace (pfima) X! —Za” ; ([(=123)
scCitaci konvence — pres index, ktery se vyskytuje

v soucCinu pravé dvakrat, se sCita od 1 do 3 X{ = ay;X;

translace uréena konstantami c; X =X +C

obecna transformace zahrnuje rotaci a translaci:

transformace (pfima) X, =a;X; +Cf

transformace inverzni X; =g;X +¢;, kde ¢, =—-a,¢
Poznamky:

e Vv pfimé transformaci se s€ita pres druhy index a.., v inverzni pfes prvni index!

Ij !

e pro prvky matice plati podminky ortonormality: a;a,; =&,a; =9 (celkem 9 rovnic)
| = J —> 5” =1

e Kroneckeriv symbol o

izj — 6;=0 21



Scitaci konvence a Kroneckeruv symbol

Bez sCitaci konvence a Kroneckerova symbolu by se podminky ortonormality
Aidy =&, 85 = O;

1

musely zapsat nasledujicimi rovnicemi:

8,8y, + 8,8y + 858y =85,8,; + 85,3, +a;33,; =1 (i=1j=1)
8,8, +8,8,, + 838y =a;,8,, +8,,8,, + 8338y, =0 (1=1]=2)
81,85 + 8y 8,5 + 851853 = 8,85, + 81,83, + 83385, =0 (i1=1)=3)
81,8, + 88y + 8385, = 85,8, + 8y8;, + 88, =0 (1=2,]=1
81,8;, T 8p8y, + 835,85, = 8p8,; + 858y, + 88, =1 (1=2]=2)
81,813 + 8yy8y; + 8gp8g3 =885 + 858y, + 8,385 =0 (i1=2,]=3)
8138, + 8p38,; + gy8ly; = 8g,8y; + 85,8, + 8338, =0 (1=3]=1)
8138, + 838y, + 8385, =838, + g8y, + 8558y, =0 (1=3]=2)

81383 + 8,38, + 833853 = 85,85; + g3, + Ag385; =1 (1=3 =3




Dukaz platnosti inverzni transformace

transformace (pfima) X; =a;X; +Cf
transformace inverzni X; =g;X +C;, kde ¢; =-a,C
podminky ortonormality: Qi = i = O

Platnost rovnice pro inverzni transformaci dokazeme jednoduSe dosazenim pfimé
transformace do transformace inverzni.
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Vektorové charakteristiky pohybu

vektorovy prostor
= definovany operace 1) scitani
2) nasobeni Cislem
= vysledek musi patrit do téhoz prostoru
= objekty rdznych typu — vektory, funkce

vektor, vektorova fyzikalni veli€ina
= velikost

= smer

= oQrientace

24



Typy vektoru ve fyzice

volny vektor
= velikost, smér a orientace

vazany (umistény) vektor
= dvé ¢asti:
= volny vektor

= bod v prostoru obecné zvany umisténi (v konkrétnich pripadech
pusobisté, referenc¢ni bod apod.)

= pro popis sily, urCeni hodnot nehomogenniho vektoroveho pole,...

klouzavy vektor

= tfida ekvivalentnich vazanych vektorl se stejnym volnym vektorem, jejichz
pusobisté lezi kdekoli na pfimce uréené pusobistém a smérem
reprezentujicino vazaného vektoru

= nejCastéji popisuje silu pusobici na tuhé téleso

25



Souradnice vektoru

kartézska soustava souradnic
= jednotkoveé smérové vektory ve smerech os €,,€,,¢,

= souradnicové osy vzajemne kolme — vektory €; ortonormalni, tj. € -€; =J;

s sy s ve s A
= ortonormalni baze (pravotociva) *s

A
—>—>
vektory X &
= orientované useCky® — souradnice vektoru A = X[ — xpocatek

= vektory AE,AE,, A€, oznaCujeme slozky vektoru

= vektor A=(A,A,, A) — linearni kombinace smérovych vektor(

A= AE + A, + Ag, = A§

= nositelem fyzikalni jednotky vektoru je souradnice

26



Operace s vektory — vlastnosti baze

vektorové veliginy A B,C
e souradnice vektoru v kartézské soustavé souradnic A,B,C,

 skalarni soucin vektoru ortonormalni baze €;-€,=7;

e Kroneckeruv symbol

i=] o,=1

(Leopold Kronecker 1823-1891 Némecko) ) J —
i=j 0;=0
e vektorovy soucin vektort baze €, x€,=&;E,

(plati stejné v pravotocCive i levotoCivé soustave, orientace soucinu se
urCi podle pravidla patfiéné ruky)

e Levi-Civitiv symbol

suda permutace gy =+1
L] r %
licha permutace Eij =1

(i=)vi=k)v(i=k) — &, =0
(Tullio Levi-Civita 1873-1941 Itélie) 27




Operace s vektory — scitani a nasobeni

e operandy A=Ag, , B=B,
e scitani A+B=Ag +B;g,=(A+B)e,
e nasobeni skalarem kA=k(Ag,) = (kA)E,

e nasobeni vektorl

A-B=Ag;-Be,=AB;(e;€,)=AB, =
s ’ v —
= gskalarni soucin O

ij
= AB, +AB, + AB;

AxB=Ag xBe,=AB, (e, xe;) =5, AB g =
, - H/_J
= vektorovy soucin EijE

(Az Bs _ Asz)el"'(AsBl o AsBl)ez"'(AiBz o AzBl)e3

28




Transformace vektoru

pfechod mezi kartézskymi soustavami soufadnic X Xo0 Xg —> X1, X5, Xg
soufadnice vektoru AAA-S>AAA
souradnice se pfi pouhé translaci neméni = uvazujeme jen rotace
matice rotace a;; =Cosq;;
transformace pfima A=A
transformace inverzni A =a;A

Vektory musi pfi transformaci zachovat velikost AA' =a;A; a, A = ;3 A/A = A/A
—

O

splneno diky podminkam ortonormality (a,a,; = &,a;, = J;;)

Poznamky:

e Vv piime transformaci se scCita pres druhy index a;, v inverzni pfes prvni index

e bézné zjednodusSeni: vektory riznych veliin znazornujeme do ,stejné”
kartézské s.s. — spoleCné sméroveé vektory, osy vzdy ,cejchovany”
v prislusnych jednotkach
29



Polohovy vektor

kartézska soustava souradnic, osy jsou ,cejchované” v delkovych jednotkach

souradnice bodu P v prostoru X;, Xy, Xg

souradnice referencniho bodu Q Xo11 X921 Xo3

spojnice referencniho bodu Q s bodem P — vazany vektor umistény

v referenénim bodu o = (% = Xoq )& + (X —X02)E, + (X; — Xo3)€5 = (X — X )€
umistime-li do referencniho bodu Q pocatek O vztazné soustavy — vazany
vektor umistény v pocCatku I =X8€ +X,E, + X,€ = XE

polohovy vektor (radius vektor) r =(x;, X,,X,) uzivame pro popis relativni

polohy bodu P v prostoru vzhledem k pocCatku vztazné soustavy
pfi premisténi referencniho bodu Q do pocatku jiné soustavy soufadnic O’

obdrzime jinou sadu polohovych vektoru, tentokrat vazanych na bod O’
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Parametrizace vektoru

Parametrizace polohy
t— X% (1), X, (1), X;(t) parametrizace Casem

(vhodna pro zkoumani rychlosti)

F(t) =X (1)g,
S — X,(S), X, (S), X, (S) parametrizace drahou

(vhodna napf. pro zkoumani tvaru trajektorie)
r(s) = (s)§,

Vvlouceni parametru
ziskame rovnici drahy (trajektorie)

X =X (1) >t =t(x) —> %, X, (%), X5 (%)
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Diferencial funkce

Diferencial funkce y = f(x) v bodé x je dy=df (x) = f'(x)dx, kde dx je
(infinitezimalni) pfirGstek nezavisle proménné; analogicky ho nazyvame
diferencialem nezavisle proménné.

Symbol pro oznaceni derivace vychazi z toho, Ze derivace skuteCné je podilem
diferencialu funkce a diferencialu nezavisle proménné (dx=0)

¢

|
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Vektorova veliCina analogicka k s(t)

draha s — polohovy vektor r(t) = x. ()€

(% (1), X%, (1), X,(t))

Alternativni postup:
Drahu s chapeme jako vzdalenost mezi body A, a A.

Pak analogickou vektorovou veliCinu pfedstavuje zména
polohoveho vektoru Ar(t) =r(t) —r;,.

Vyhoda:
Zména polohového vektoru nezavisi na volbé referenéniho
bodu.
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Vektorove veliCiny analogicke k v(t) a a(t)

rychlost v — (vektorova) rychlost V(t) = F(t) = X, (t)€,
ve vyznamu ,velocity”

dF T (t+dt)—F(t)
dt dt
d

d

V =

=l

a naopak neplati dr | r!

. = vdt
Plati R
vV

=l

Alternativni postup: Zaroven plati v(t) = A.F(t), protoze
. d . ~ d L . _ 5
A= FO-%)=  (x0&-%)=x 08 =T

zrychleni a — (vektorové) zrychleni a(t) = V(t) = F(t) = X. (t)e.

(%.(t), %, (t), %, (1))

0

(%,(t), %, (1), %,(t))
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Pravidla pro derivace

derivace sloZené funkce jx(f(g(x)))z f'(g(x))-g'(x)

derivace soucinu funkci (Leibniz) (fg)’ =f'g+fg’

analogicky pro diferencialy d(fg)=g df + f dg
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Vztah vektorove a skalarni rychlosti

Uvazujeme ¥ =r(s) a s=s(t), tedy jako slozenou funkci ¥ = r(s(t))

Vektorovou rychlost vyjadfime jako derivaci slozené funkce

v(s(t))_—r( (t))_d—r % kde

dz(tt)_ v(t) .. velikost rychlosti (skalarni rychlost)
di dr _ . . .
o E = oF | =T teCny vektor trajektorie (anglicky tangent vector)

o jednotkovy vektor |7 |=1
o dr=v-dt=dr||Vv=7]|V

Zaver: v(t)=7-v(t)
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Vztah vektorového a skalarniho zrychleni

v _d, . dv. df
(v-7)= "

Uvazujme obecny nerovnomérny kfivoCary pohyb: d="="(v.-7)=""- -
. Y y Y Pony dt dte T dt’ "t
Zavedme parametrizaci 7(s(t)), pak dr _drds_ OI—Tv
dt ds dt ds
, , “ s Y “r _ dv. ,dr
Vektorové zrychleni Ize rozdelit na dve slozky: a= Frid Vv a5
S
a = %f ve smeru teCného vektoru;
velikost je rovna skalarnimu zrychleni %

a, =v>— dale budeme zkoumat souvislost této slozky s parametry pohybu
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. d7
Vlastnostl vektoru d;

I7=l=>7-7=1

derivace konstanty E(f .7)=0
derivace soucinu funkci i(f - f) = (d—r TH+T- d_Tj — 27 . d_T
ds ds S S
= 7-—=0,resp. 7-d7 =0
ds

Splnéno ve dvou pfipadech:
1) ?TZ =0 — 7 = konst (pfFimocary pohyb)
o o7
2) ds — vektor d—r resp. d7 kolmy ke sméru rychlosti
d7 L7 >
(obecny kfivoCary pohyb )
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Krivocary pohyb v rovine

—

Ukazeme, ze vektor ?j—f smeruje do stfedu okamzitého oblouku a velikost tohoto
S

vektoru je svazana s polomérem okamzitého oblouku.

Rovina pohybu (oskulaéni r.) uréena vektory 7(t) a d7 . Ukazalijsme, Zze d7 L 7 .

Zavedeme tzv. normalovy vektor n= |SZ| Musi platit |A|=1.

T(t

njdr L L
Plati: Id= Vektor n lezi v roviné pohybu.

nlr
V obrazku vidime podobné trojuhelniky,
|ld7 | |7 . |ld7| 1
roto =—.Pak |7 |z1 > =—
P ds R 7] ds R

Vynasobime obé strany vektorem 0 a
nldz| d7

ds ds R

dostaneme
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Krivost trajektorie

Pro kiivo&ary pohyb v roviné jsme odvodili C(;_T _ % .
S

Vektor % tedy je kolmy k okamzité rychlosti a ma velikost % , kde R je
S

polomér okamzitého oblouku (oskulacni kruznice).

Veli¢ina « :% se nazyva kfivost kiivky (v daném bodd).

V roviné maji konstantni krivost

o primka (x=0)
o kruznice (k= 1)
"

V pripadé prostorového pohybu Ize kazdym bodem trajektorie prolozit rovinu
okamzitého pohybu, takze v kazdém okamziku Ize obecny kfivoCary pohyb popsat
jako pohyb v roviné (ktera se s Casem meéni).
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Vztah vektorového a skalarniho zrychleni (2)

. . - . . dv. dz  dv . n
Vektorové zrychleni jsme rozdélili na dvé slozky: d=—T+V' —=—7T+V" —
dt ds dt R
a &
a, = Sjl\t/f ve smeru teCného vektoru (ted uz vime, ze je to cela teCna slozka);
velikost je rovna skalarnimu zrychleni %
t
a =v° ; ve sméru normalového vektoru (normalova slozka), ktery sméruje do

stfedu okamzitého oblouku drahy poloméru R (oskulaéni kruznice; jeji
stfed i polomér R se v pfipadé obecného kfivo¢arého pohybu mizou
neustale meénit)

Propojeni geometrie a fyziky v dopravnich stavbach: Spravné zatacky se skladaji z oblouku tzv.
klotoidy (kfivka s linearni zménou kfivosti), kde pfi prijezdu stalou rychlosti normalové zrychleni
rovnomeérné narusta a zase klesa.
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Axiom skladani rychlosti

k-

e klasicky axiom predpoklada linearni skladani
rychlosti nezavisle na pohybu téles

e vychazi z pozorovani Galileiho a Newtona

e Dbyl jednim z vychodisek pro postulovani o
absolutniho prostoru a ¢asu

e axiom je v souladu s dfive zavedenymi xout
transformacnimi vztahy: 0 v

~H

8]
=

e Vvztazna soustava O’ se pohybuje rychlosti U

vzhledem k soustavé O r=r'+ut
e vzhledem k O rychlost pohybu télesa v r=r,+vt
e vzhledem k O’ rychlost pohybu télesa Vv’ r'=r+v't
e dosazenim (tzv. Galileiho transformace) r,+Vt=r/+V't+Ut

e vztah mezi rychlostmi (derivovanim) V=vV'+u
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Priklady pohybu v prostoru

obecny kfivoCary pohyb v prostoru

e 3 parametrické rovnice

rovinny pohyb v prostoru
e 2 parametrické rovnice

e (pri vhodné volbé soustavy souradnic)

primocary pohyb v prostoru
e 1 parametricka rovnice

e (pri vhodné volbé soustavy souradnic)
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Rovnomerny kruhovy pohyb

X, = Rcos(at + o) + X, X
X, = Rsin( ot + a) + X,
R polomér drahy
a pocatecCni faze Xu|
X10, X20 souradnice stredu
1 _
f= T frekvence a obézna doba
(perioda) :x,o >
2 , , i | 7
w=2xf= ?7[ uhlova (kruhova) frekvence |
T=%% =2 dal$ivztahy
@ 21
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Rovnomerny kruhovy pohyb

rovnice trajektorie (vylouceni Casu):

X, — X%, = Rcos(at + @)

X, — X,, = Rsin( ot + @)

(X, — X, )> = R? cos®(at + )

(X, — X,0)> = R%sin*(at + @)

(X, —%0)° + (X, = X,0)° = RZ(cos2 (ot + ) +sin* (ot + a))
1

(X, —X10)* + (X, = Xp0)" = R

XE, | '
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Rovnomerny kruhovy pohyb

rychlost:
v, =X, =—-Rosin(aot + a) s — :

V= V. +Vv. =Rw-/SIn“(wt + ) +cos (ot + «
V, =X, = Rowcos(awt + «) V] X/i 3/ ( )1 ( )

V= Rw
vektor ve smeéru pohybu = obvodova rychlost

zrychleni:

a =X = —Rw® cos(at +a)}

. al=-/a; +a; :Ra)zx/cosz(a)t+a)+sinZ(a)t+a)
a, =X, =—Ro’sin(wt + a) - S g

1

2
Y
|a|= R’ =|V|a):| |

R
vektor miri do stfedu otaceni = dostredivé zrychleni
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Nerovnomerny kruhovy pohyb

X, = Rcosp(t) + X, g
X, = Rsin ¢(t) + X,,

R ... polomeér drahy -l
o(t) ... Casové proménny fazovy uhel

X10, X20 ... Soufadnice stfedu
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Harmonicky pohyb

pramét rotacniho pohybu do 1D

X=Asin(ak + ) + X,

A amplituda
@ kruhova (uhlova) frekvence
a . pocCateCni faze
X0 vychozi poloha
T=-%% oerioda (ob&zna doba)
@
1
f=" frekvence
T
f=2 frekvence
27

rychlost a zrychleni:
V= X=wAcos(at + )

a=X=-wAsin(wt +a)=-o’ (X-X,)

zrychleni umerné vychylce
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Zavedeni ,,uhlovych® vektoru

pruvodié R leZi v roviné rotace hmotného bodu a mifi ze stfedu rotace k h.b.

2D: R = (X, — X5, X, — Xyp)
3D: vyhodnéjsi uvazovat polohu h.b. vzhledem k pevnému bodu na ose otaceni

e polohoveé vektory jednotlivych h.b. opisuji kuzele se spoleCnym vrcholem
e pruvodic¢ jednotlivého h.b. je pruimét polohového vektoru do roviny rotace h.b.

uhlové otoceni A = uhel, ktery sviraji dva rtzné pruvodice pohybujiciho se bodu
uhlova draha ¢ = uhel, ktery sviraji aktualni pruvodic€ a jeho vychozi poloha

vektor (Uhlového) oto€eni ¢ =¢-0, kde 0 je jednotkovy vektor ve sméru osy

otaceni; orientace zavisi na toCivosti pouzité baze — pokud bod rotuje v kladném
smyslu ve vodorovné roviné, bude v pravotocCivé soustavé vektor 6 sméfovat vzhlru
(pravidlo pravé ruky)
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Vektory uhloveé rychlosti a uhlového

zrychleni
vektor uhlové rychlosti
5=92_95_,3
dt dt

vektor uhlového zrychleni
= 2~ 2
_ do _ d°p _ dp 5 5

dt  dt® dt?
] ds de
vime: s=Rp >ds=Rdp—> —=R——>
v P77 dt

v=Ro— |V|HR||d|

podle obrazku: |RI=F|sin a—
VI F|-|@|siha— V=0OXTI
(poradi Cinitelt v souladu s pravidlem pravé ruky)

S
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Polarni a axialni vektory

pri zrcadleni souradnic:

1) éi, =—€,

2) pravotoCiva s.s. — levotocCiva s.s.

polarni (pravy) vektor

—

A=a|§| —> A':_aiéi’ —> IB\’:_IB\
—

!
a
Zmeéni znameénko
zUstane na misté

skutecCna fyzikalni veliCina

vektorovy soucin 2 polarnich vektoru:

axialni vektor (pseudovektor)
A'xB'=(-3,6)x(-h,&)) = (a&)x(b,6,) = AxB

nemeéni znameénko
zrcadli se
neni skuteCna fyzikalni veliCina

45
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Uziti vektoru uhloveé rychlosti

Rekapitulace vztahu: s=Rgp
ds=Rdg —  dr=dgxR
gs _pde L, dr_do s
dt dt t dt
V=Rw >  V=&xR
IVIH F|sina|a®| — V=aoxfl
ver|sna|o|t — V=wxT

Vypoctéme zrychleni pusobici na h.b. pfi rovhomérné rotaci. Derivujeme rychlost:

do _ _ dr

=" = (@xT)=— XT+@x— =EXT +@*xV = EXT +@x(DxT)
dt dt dt dd —«/— —=>— ¥ —
—~ -~ g a, a, a
g Vv n
a, =&xr Ello=(exT)|(oxr)=4a ||V ... tecCna slozka zrychleni
a =oxV .. d 1l da Lv=4a|R ... normalova slozka zrychleni

=wx(wxF) ... normalova slozka mifi proti pruvodiCi (dostfedivé zrychleni)
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Vypocet zrychleni rotacniho pohybu

PouZiti vektort uhlové rychlosti a uhlového zrychleni spolu s vektorovym
nasobenim vede na kompaktni zapis:

. v d,. . do . . dr . . . _ . . . .

=" = (OxF)="XT+dx— =ExXF+@xV=EXT+Dx(DxF)

dt dt dt t = = =~ D GE—
= < & & &4 T3

n

Porovnejme s vysledkem alternativniho postupu:

_ d, .\ d . do - dz . dz ds - _
d=- (vi)= - (Rw7)=R"2F+Rw - =Ref+Ro—. - =Re7+Ra’N
dt dt dt ds dt > ——
= pa =4 a,
‘ dz ds N Ro
ds dt R
Pro odstranéni proménné R (délka pravodice) poslouzi vztahy
a =Rer=|T|siha|€|f
€ xF|
d =Re’fi=|F|sina|o||o|fi=|F|sina|o|sinZ|o|A
i b 2
loxT1]|

N 1

|x(xT) 53
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